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Zur Theor i e  der  K e r n m a s s e n .  

Von C. F. v. Weizs~eker in Leipzig. 

Mit 5 Abbildungen. (Eingegangen am 6. Juli 1935.) 

w 1. Problemstellung. w 2. Erweiterung der Thomas-Fermi-Methode. w 3. Nu- 
merisehe Auswertung (gemeinsam mit F S. Wang). w 4. Die Auszeiehnung 
gerader Teilchenzahlen. w 5. Halbempirisehe Darstellung der Massendefekte. 

w 6. Zusammenfassung. 

w 1. Problemstdlung. 
Es ist heute sehr wahrscheinlich geworden, dag Protonen und Neutronen 

die einzigen elementaren Bausteine der Kerne sind. Da die Ruhenergien 
dieser Teilehen grog sind gegen die Bindungsenergien der Kerne, sollte man 
ihre Bewegung im Kern in erster N~herung naeh der unrelativistisehen 
Quantenmeehanik besehreiben kSnnenl). Wenn die Kr~fte zwisehen den 
Elementarteilchen bekanat w~ren, magte es also im Prinzip mSglieh sein, 
die Bindungsenergien, d. h. die Massendefekte aller Atomkerne zu berechnen. 

Da die Versuche, diese Kr~fte direkt theoretiseh zu bestimmene), noeh nieht 
zu eindeutigen Ergebnissen gefiihrt haben, sin4 wir vorl~iufig auf den um- 

gekehrten Weg angewiesen: auf die Ableitung der Kernkr~fte aus d.en 
empiriseh bekarmten Massendefekten. 

Die ~assendefekte der leiehtesten Kerne sind heute aus den Energie- 
bilanzen yon Zertri~mmerungsprozessen sehr genau bekannta). Mit etwas 
geringerer Genauigkeit umfassen die massenspektroskopischen Messtmgen 
yon A s t o n  und B a i n b r i d g e  4) Elemente aus dem ganzen periodisehen 

System. Erg/inzt werden diese Angaben durch die oberen Sehranken f ~  die 
BindungsenergienS), die sieh aus dem Zerfal! oder der Niehtexistenz gewisser 
Kerne gewinnen lassen: z.B. mug das radioaktive Isotop N~ 3 jedenfalls eine 
geringere Bindungsenergie haben als C~ 3, da es spontan in diesen Kern zer~ 
f~llt. Das Erfahrungsmaterial zeigt im wesentlichen die I01genden Gesetz- 
m~gigkeiten: 

1) W. He isenberg ,  ZS. f. Phys. 77, 1, 1932 (I); 78, 156, 1932 (II); 80, 
587, 1933 (III); Rapport du VII me Congrgs Solvay, Paris 1934, S. 289 (Solvay- 
Bericht); Zeeman-Festschrift, Haag 1935, S. 108. - -  ~) I. Tamm,  D. Ivanenko ,  
Nature 133, 981, 1934; W. Heisenberg ,  Zeeman-Festsehrift. - -  3) M. L. E. 
Ol iphant ,  A. R. K e m p t o n  u. Lord  Ru the r fo rd ,  Prec. Roy. Soc. London 
(A) 149, 406, 1935; H. Be the ,  Phys. Rev. 47, 640, 1935. - -  a) Quantitative 
Daten bei F.W. Aston,  Mass Spectra and Isotopes. London 1933; vgl. 
auch Nature 135, 541, 1935. ~ 5) Unter Bindungsenergie ist im folgenden 
stets eine positive GrOl~e verstanden. Gr5i~erer Bindungsenergie entsprieht 
also geringerer Energieinhalt, tiefere Lage des Grundterms. 
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1. Die Massendefekte der leiehtesten Kerne (HI~, H~, I-Ie~, HIel) nehmen 
auBerordentlieh raseh mit der Teilehenzahl zu. 

9,. Die Massendefekte aller sehwereren Kerne wachsen ungefiihr linear 
mit der Teilehenzahl. 

8. Die Paekungsanteile (Massendefekte pro Teilchen) der leichteren 
Kerne (etwa bis Fe) sind nieht streng konstant, sondern nehmen weiter 
langsam zu. 

4. Die Paekungsanteile tier sehwereren Kerne nehmen naeh nahezu 
konstantem Verlauf wieder langsam ab. 

5. Kerne mit geraden Protonen- und Neutronenanzahlen sind durchweg 
etwas starker gebunden als Kerne mit ungeraden Anzahlen. 

Die MSgliehkeit einer Erkl~rung der ersten Tatsache dutch eine spe~ielle 
Wahl des Kraftansatzes hat Wigne r  1) gezeigt. Hand in Hand mit der Zu- 
nahme des Paekungsan~eils geht naeh ihm eine Zunahme der Teilehendiehte 
im Kern. Dagegen deutet der Verlauf der Kernradien sehwererer Kerne auf 
ein Konstantbleiben der Diehte hin. Dies, verbunden mit der zweiten Tat- 
saehe, besehrieb zuerst Gamow 2) phs dutch sein ,,TrSpfehen- 
modell". Naeh M a j o r a n a  ~) folgt dieses Verhalten aus der Annahme einer 
Austausehkraf~ zwisehen Protonen und Neutronen, wenn das Vorzeiehen 
des Austausehpotentials so gewahlg wird, dab die Krgfte sich abs~ttigen. 
Die Teilchen im Kern verhalten sieh dann genau wie Molekfile in einer 
Flassigkeit: die Diehte ist konstant und die Bindungsenergie bei gegebenem 
MisehungsverMltnis der beiden Teilehensorten proportional zur Teilehen- 
zahl. H e i s e n b e r g  4) hat sine Darstellung des Verlaufs der 3/Iassendefekte 
auf Grund dieser Vorstellung gegeben, die spgter yon Wick s) dutch Be- 
raeksichtigung der Kernradien verbessert wurde. Das Kraftgesetz zwisehen 
Proton nnd Neutron, das aus diesen Untersuehungen folgt, stimmt jedoeh 
nieht mit dem yon Wigner  gefundenen Gesetz iiberein. 

Die dritte Tatsaehe wurde yon H e is e n berg 4) formal dargestellt dutch 
die Annahme eines progressiven Sehleehterwerdens der Approximationvon 
M aj o r an a bei Verminderung tier Teilehenzahl ira Kern. Wiek  (1. c.) hat 
darauf hingewiesen, dal3 d_iese Tatsaehe noeh im Rahmen des TrSpfchen- 
modells dutch die Annahme einer Oberfl~ichenspannung der Kerne dar- 
gestellt werden kann. In der vorliegenden Arbeit wird. das Vorhandensein 
und die GrSBe dieser Oberfl/~chenspannung durch eine Erweiterung der yon 

1) E. Wigner,  Phys. Rev. 48, 252, 1933; vgl. aush E. Feenberg,  ebenda 
47, 850, 1935. - -  2) G. Garaow, Pros. Roy. Sos. London (A) 126, 632, 1930. 
_ 8) E. ~ a j o r a n a ,  ZS. f. Phys. 82, 137, 1933. __ 4) Solvay-Bericht. 
5) G. C. Wick, Nuovo Cimento l l ,  Nr. 4, 1934. 
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M a j o r a n a  verwendeten Thomas-Fermi-Methode direkt aus dem Kraft- 
gesetz abgeleitet (w 2). Die Ergebnisse yon Wick i~ber das Kraftgesetz 
miissen danaeh revidiert werden (w 8). Ubereinstimmung mit Wigner  li~t 
sieh abet auch 4urch diese Verbesserung der Methode nicht erreichenl). Die 
gewormene einheitliche Darstellung tier Massendefekte (w 5) kann daher nur 
als phi~nomenologische Theorie betrachtet werden. 

Die vierte Tatsache li~l~t sieh, wie schon Oamow bei der Aufstellung des 
TrSpfchenmodells vermutet hatte, 4urch die Coulombsche Abstol~ung der 
Protonen erkl~ren. Beim Versuch, sie quantitativ zu beschreiben, lassen 
sich einige Schliisse auf den Gang der Kernradien mit Ordnungszahl und 
Atomgewicht ziehen (w 5). 

Die fiinfte Tatsache wurde yon Heis  enberg  (1. c., I, 11) mit der Bildung 
abgeschlossener Schalen im Kern in Zusammenhang gebracht. Diese Vor- 
stellung bew~hrt sieh bei der quantitativen Darstellung tier Massen 4er 
leiehten Kerne (w 4 and 5). Es erscheint insbesondere unnStig, zux Erkli~rung 
des Phi~nomens Kriiite zwischen gleichartigen Teilchen einzufiihren. 

w 2. Erweiterung der Thomas-Fermi-Methode. 

Dal~ nach Maj o rana  die Dichte im Kern r~umlieh konstant ist, riihrt 
mathematiseh davon her, dal3 in der yon ihm benutzten Niiherung 4er 
Thomas-Fermi-Methode nicht nu~ die gesamte Energie des Kerns eine 
Funktion des Verlau/s der Teilchendichten ist, sondern auch die Energie- 
dichte in jedem Punkt formal als Funktion der Teilchendiehte an eben diesem 
Punkt allein geschrieben werden kann. Fiir die kinetische Energie folgt dies 
aus dem Ansatz yon Thomas  und Fermi :  E k i  n ---- c o n s t  �9 @ 513. Fiir die 
potentielle Energie ist es eine Eigenschaft der • An die 
Stelle des tiblichen Ausdruckes 

Epot = ] d r I d r' @p (r) V 0: - -  r') @~v (r') (1) 
tritt hier 

EP~ = f d r ~ d ~' @~ (r, r') J 0: - -  r') @N (r, r'). (2) 

Dabei ist J das dem Potential V entsprechende ,,Austauschintegral", das 
die Abhi~ngigkeit der Austauschenargie yore Abstand zwischen Proton un4 
Neutron angibt, un4 @~, (r, #) bzw. @~ (r, r') ist die Diracsche gemischto 
Dichte der Pr0tonen bzw. Neutronen: 

e .  (r,r') ~ *~ = ~ ( ) ~ (r') (8) 

1) Vgl. dazu W. Heisenberg,  ZS. f. Phys., 96, 1935. 
29*  
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(n ,= alle besetzten Zusti~nde). Wenn viele Zustande besetzt sind (d. h. fttr 
grebe Dichten), ist die gemisehte Diehte nahezu die d-Funktion des Abstandes 
I r -  ~:' 1, und d.ann rec[uziert sieh das Doppelintegral (2) auf ein einfaehes 
Integral fiber eine bestimmte ~unktion get Diehten ~p (r) und ~lv (~). 
Dasselbe gilt aueh noeh, wenn die I)iehten klein sind, abet in Abstiinden, in 
denen J (r) gegen Null abfiiIlt, nieht merklieh variieren. Ist eine dieser 
Voraussetzungen erfiillt, so h~ngt die Energiedichte an einem Punkt nieht 
mehr von den Diehten an anderen Punkten ab; d.h.  keine Stelle im Kern 
ist vet der anderen energetisch ausgezeiehnet und die Diehte ist konstant. 

Dieses Modell ist abet im Grunde nut fiir tmendlich grol3e Kerne 
konsequent. Bei den wirkliehen Kernen, die nut eine endliehe Zahl yon 
Teilehen enthalten, miiBte man in diesem Modell annehmen, dal3 die Diehte 
an der Obeffl/~ehe mlstetig zu Null wird, und daraus entstehen zwei Fehler 
der Methode. Erstens wird itie 13erechnung der potentiellen Energie falseh 
fiir Teilehen, die sieh zu nahe an der Obeffliiche befinden. Man daft hier 
nieht mehr annehmen, dal~ die Diehte innerhalb der Reiehweite der Kr~fte 
konstant sei; die Gesamtmenge der Materie, die sieh im Wirkungsbereich der 
anziehenden Kriifte befindet, ist gegen das Kerninnere vermindert, und die 
Teilchen befinden sieh d.aher unter einem geringeren Anziehungspotential 
als im Kerninnern. Genau wie bei makroskopisehen FliissigkeitstrSpfehen 
ergibt sieh daraus eine zur Obeffl~che des Kerns proportionale Abnahme der 
Bindungsenergie: eine Oberfl~chenspannung. 

Zweitens ist abet ein unendlich steiler Abfall tier Diehte am Kernrand 
wegen der Unbestimmtheitsrelation unmSglieh. Denn ein unendlieh steiler 
Abfall der Eigenfunktionen an 4ieser Stelle wtirde naeh der Gleiehung 

E~n = 2-~ l grad ~o t 2 

eine unendiieh grol3e kinetisehe Energie zur Folge haben. Der Abfall der 

Diehte kann daher nicht auf einer kfirzeren Streeke als h/r 
stattfinden, wenn Ekin die mittlere kinetische Energie der Teilchen im Kern 
bedeutet. In der Thomas-Fermi-Methode kann dieser Effekt beriieksiehtigt 
werden, wenn man zum iibliehen Energieausdruek ein GliecI hinzufiigt, das 
die Abh~ngigkeit der kinetisehen Energie yon der Steilheit des Dichte- 
abfalls angibt. Bestimmt man in dieser erweiterten Theorie den Diehte- 
verlauf wieder dutch die Bedingung, dal3 die Gesamtenergie ein Minimum 
wercIen solle, so wird die Dichte an cler Obeffli~che stetig gegen Null gehen. 



Zur Theorie der Kernmassen. 435 

Der Unterschied tier aus tier neuen Methode abgeleiteten Bindungsenergie 
des Kerns gegen die naoh IVlaj o rana  berechnete tritt far hinreiehend grof~e 

Kerne wieder als 0berfl~ichenspannung in Erscheinung. 

Die beiden Oberfl~chenspannungen werden sioh in ihrer GrSf~enordnung 
etwa~ zueinander verhalten wie die Dicken der 0berfl~ehenschiehten, in 
denen die Bereohnung tier potentiellen bzw. tier kinetisehen Energie nach 
der Methode yon ~ a j  o r ana  versagt. Die Reehnungen yon w 3 werden zeigen, 
dal~ der eben genannte quantenmeehanisohe Effekt bei nieht zu extremen 
Annahmen ~ber das Kraftgesetz zu einer Abfallsl~reite der Diehte fiihrt, 
die etwa um den Faktor 1,5 grSl~er ist als die Abfallsbreite des Austausch- 
potentials. Aulterdem n~hert sich eben in dem Mal~e, in dem hShere 
kinefisehe Energien vorkommen, die gemisehte Dichte der Gestalt 
einer (~-Funktion (ihre Breite ist, wie man leicht sieht, auGh yon tier OrSf~en- 

ordnung h/~/2 ~/Ekin)" Die ,,kinetische 0bedl~chenspannung" kann also 
selbst 4ann nieht wesentlioh kleiner werden als die potentielle, welm 4e~ 
Abfall des Potentials sehr langsam ist gegen den Abfull tier Diehte am Kern- 
rand. Es erseheint daher berechtigt, sie zun~chst allein zu beraeksichtigen. 
Die naohtr~gliche Hinzufagung 4er ,,po~entiellen 0berfl~chenspannung" als 
Korrektur hSherer Ordnung w~trde wegen der grunds~tzlichen Ungenauigkeit 
tier Thomas-Fermi-Methode unterlassen. 

Die Abh~ngigkeit der kinetisehen Energie yon der r~umlichen Ableitung 
der Diehte soll nun folgend_ermal3en beracksichtigt werden: Die Thomas- 
Fermi-~fethode beruht darauf, gewisse sehr einfache Eigenfunktionen anzu- 
setzen, die zu einer vorgegebenen Diehte gehSren, und aus diesen nach den 
Gesetzen der Quantenmechanik die Energie zu berechnen. Normalerweise 
betraehtet man die Diehte in einem kleinen Volumen als konstant und setzt 
die Eigenftmktionen als ebene Wellen an; die versehiedenen Raumpunkte 
unterseheiden sieh dann nut dadureh, dal] in ihnen versehiedene Anzahlen 
yon Teilehen zur Gesamtdiehte beitragen. Nunmehr soll auch eine Abh~ngig- 
keit der Amplitude der Eigenfunktion veto Ort in jedem kleinen Teil- 
volumen angesetzt werden, um die Tatsaehe zu beraeksichtigen, dal~ nicht 
nut die Anzahl der Teilehen, sondern aueh die Ableitung tier Eigenfunktion 
jedes einzelnen Teilchens fur die Gesamtenergie wichtig ist. Da hShere 
Ableitungen der Eigenfunktion nicht in den Energieausdxuck eingehen, 
genagt es, eine lineare Abh~gigkeit yore Ort zu beracksichtigen. Es sei also 

1 ~ (J-~) = [1 + (a 
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V ist das betrachtete kleine Teilvolumen. Der Vektor a kann dabei noeh 
von p abhiingen. Die Diehte in V ist 

P 

0 -- ~" �9 dr2v2*y) ---- 8~ ~ , (5) 

V 

4abei ist das Glied (at), 4as einen mit V versehwindenden Beitrag liefert, 
weggelassen. Ptir den Gradienten der Dichte in V ergibt sieh 4agegen dutch 
Differentiation in (5) untor dem Integralzeiehen 

P 

grad e = -~- a (p) d p. (6) 

(6) fassen wit als eine Bedingungsgleichung fiir a (p) auf. 
Die kinetische Energie pro Volumeneinheit wird 

P 

Ek~n= ~- ~ dr2.~-~grad~o*grad~o 

V P 
4 ~  p5 1 1" 

-- 5 Mh ~ + 4 z l ' h M  J[a(P)]'dP" (7) 

Wit haben nun noch iiber die Abh~ngigkeit des Koeffizientenvektors a yon p 
zu verliigen. Daft hier zuniichst eine Unbestimmtheit auftritt, be4eutet 
anschaulieh folgendes: Eine und dieselbe Diehteverteilung 1s sich dutch die 
~)berlagerung sehr versehiedenartiger Eigenfunktionen 4arstellen. Zu diesen 
verschiedenen Reihen yon Eigenfunktionen gehSren abor aueh versehiedeno 
kinetische Gesamtenergien. Es liegt nahe, die Abh~ngigkeit des a yon p 
so zu w~hlen, dal~ die zu einem gegebenen Diehteverlauf gehSrige Energie ein 
Minimum wird. Diese Forderung liefert a ~ eonst. Damit wird nach (6) 
und (7) 

16 
gradQ : 3h - - Y P 3 a - - 9 ' Q a  (8) 

mad 

Eke. = 5 ~  + --  - - - - - r  (9) 3z~hM 5 M  ~,8 z~] 82~2M 

]~ierin ist das erste Glied der normale T homas -~e rmisehe  Ausdruck ftir 
die kinetische Energle ;alas zweite ist der gewiinsehte von tier Ableitung dot 
Dichte abhiingige Zusatz. Es ist interessant, dal~ dieses Glied mit 4em Aus- 
druek Iiir die kinetisehe Energie iibereinstimmt, den man bei der Durch- 
ffihrung der Thomas-Fermi-Methode far Teilehen mit Bose-Statistik erhiflt. 
In diesem ~alle befinden sich niimlich alle Teilehen im tiefsten Zustand; 
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man hat also nieht fiber ihre Impulse zu integrieren, sondem, wean N Teilehen 

vorhanden sind, anzusetzen: 
h2 

e = N ~p~, Zk~ = N . ~ - ~  I grad ~ [~ (10) 

und finder daraus dutch Elimination yon (y) 

h ~ (grad q)~- (11) 
Ekin : 32 7~'~ M 

Ffir die Gesamtenergie erhalten wit 

E = I F d r = Minimum (12) 

mit 

F - -  
|!grad (grad  )  1 

32 7e 2 M I_ Qp ~iv l 

+ 4 ~  h ~ ~C~/{ a ~,~3 (e~3 + Q~3) --  / (Qp, Q~). (la) 

/ (~p, Q~) ist die potentielle Energie als Funktion der Teilehendichten, die 
sieh aus J (r) berechnen ls Die LSsung des Minimalproblems (12) liefert 
den gesuchten Diehteverlauf. Wit fiihren zur Vereinfachung des Ausdruekes 
noeh die Wurzel aus der Diehte als neue Variable Bin: 

und erhalten 

F = [(grad ~pp)2 + (grad y~N) ~] + ~ ~ , 

mit 

h ~ 8 ~ h~ ( 3 ~]~ (16) 
~" - -  4 vr 'z M ;  ~1 : 5---M \ ~ ]  " 

3. Numerische Auswertung 1). 

Wi~hlen wit fiir die Austauschenergie J (r) einen eihfaehen Ansatz, etwa 

J (r) = ae -b r ,  (17) 

so haben wir zwei Parameter verffigbar, dutch deren Wahl wir also zun~ehst 
zwei numerische Erfahrungsdaten 4arstellen kSnuen. Die Ubereinstimmung 
tier so gewonnenen Auskunft fiber alas Kraftgesetz mit anderen Kenntnissen 
mul~ dann naehtr~glich den Ansatz rechffertigen. K e i s e n b e r g  2) hat in 
dieser Weise den Verlauf 4er Massendefek~e der mittleren trod schweren 
Kerne qualitativ dargestellt. Da SichbeidenvonI-Ieisenb erg angenommenen 

�9 ) Gemeinsam mit F. S. Wang. ~ ~) Solvay-Bericht. 
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Werten der Konstanten a und b die Kernradien zu groB ergaben, hat 
Wiek (1. e.) stattdessen a und b so gew~thtt, dab der Massendefekt und der 
Radius des Kerns O~ 6 riehtig dargestellt wurde. Wir haben zun/~ehst ver- 
sucht, diese l~echmnng nur durch die Forderung zu korrigieren, dab der 
Massendefekt yon O~ 6 nicht gleich der M aj o ranasehen, sondern gleieh der 
aus Gleiehung (12) folgenden Bindungsenergie sein solle. Eine Kontroll- 
rechnung mit den so gewonnenen Werten der Konstanten ergab aber eine 
wesentlich zu geringe Bindung ffir schwere Kerne. Wir haben daher den 
Kernradius yon Sauerstoff, der ja jedeMalls wesentlieh ungenauer bekannt 
ist als der Massende~ekt, wieder unbestimmt gelassen und die Bedingung 
gestellt, dab die Massendefekte yon Sauerstoff und Quecksilber riehtig dar- 
gestellt werden sollten. Dabei haben wit nach der folgenden Methode ge- 
rechnet : 

Da die numerische Integration der Eulersehen Gleichungen des 
Variationsproblems (12) sehr mtthsam ist, werden ft~r die Dichten am besten 
yon vornherein einfaehe, yon einigen Parametern abh/~ngige Funktionen 
angesetzt und die Parameter aus der Forderung E = Minimum bestimmt 
(Ritzsehes Verfahren). Die einfaehsten Verh/iltnisse erhglt man in dem 
dutch folgende Forderungen definierten Grenzfall: 

1. Der Kernradius sei groB gegen die Dieke der Oberflgehe (d. h. der 
Sehicht, in der ~ nicht konstant ist). Die Oberfl/iche kann damn als eben 
und sornit alas ganze Problem als eindimensional betraehtet werdenl). 

2. Die Coulombsehe AbstoBung der Protonen werde bei der Bereeh- 
nung des Dichteverlaufs nieh~ beriieksiehtigt. D.h.  beim u der 
theoretischen Bindungsenergien mit den Massendefekten soll nur der Mittel- 
weft der Coulombschen Energie, genommen fiber die ungest6rte Diehte- 
verteilmng, berilcksichtigt werden, nieht abet die zugehSrige EnergiestSrung 
zweiter Ordnung. 

3. Die Anzahl der Protonen im Kern (Z) sei gleieh der Anzahl der Neu- 
tronen (N). Wegen der Vernaehlgssigung der Coulombkraft besteht dank 
volle Symmetrie zwischen beiden Teilehensorten; es kann also durchweg 

~2~ = ~ v  = ~' (18) 

gesetzt werden. Statt (15) erhglt man 

F = ~ (grad ~o) 2 -k  ~ ~ *~ ~ / (~ o2, ~o~) �9 (19) 

1) Die Anwendung tier Methode auf leiehte Kerne, bei denen die Dichte 
auch im Kerninnern nicht mehr konstant ist, wird in der nachfolgenden Arbeit 
yon S. Fliigge gegeben. 
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Wir setzen nun an 

~;o ist die konstante Diehte der Majoranasehen Theorie im Kerninnern. 
Man erhMt sie, wenn man in (19) das Glied ~ (grad F) 2 wegl~gt und dann das 

Minimum yon ~ F d r mit der Nebenbedingung 

~ o  ~ dr  = N (21) 
~ufsucht (vg]. Heisenberg, Solvay-Bericht). Es folgt dann 

2 ~o d ~ (~o) + ~ (~o) = 0 (~2) 
8- ~ ~~176 2 d ~o 

mit 4er Abkttrznng 
/ (~o~, ~o ~) = ~ (~).  (.23) 

Der Parameter ). wird aus (19) unter Einsetzung yon (20), ebenfalls ver- 
bunden mit der Nebenbedingung (21), bestimmt. Dabei sin4 die Integrale 
zu erstreeken: in der y- and z-Richtung iiber eine beliebige Fliiehe YZ, zu der 
das Resultat direkt proportional wird; in der x-l~ichtung yon - -  oo bis zu 
einem sehr grogen Wert X, ddr in der Grenze N ~ ~ gleich N/YZ ~ 
wird. Aus (21) folgt (tinter Vernaehl~ssigung yon e -zx) :  

N 8 
X = Y Z V----7 + ~ "  (24) 

Der Wert yon 2 folgt aus tier Bedingung 

OE 
o ~  = o. (2~) 

Aus dem exponentiellen Ansatz (20) ergibt sich eine sehr einfaehe Eigen- 
sehaft yon 4. (grad ~v) 2 hat den Faktor ).2; die Integration i~ber x liefert 
einen Faktor 1/).; also ist die kinetische Energie des-Dichteabfalls pro- 
portional zu X, also umgekehrt proportional zur Dicke tier Oberfl~ehe. Die 
beiden anderen Sammanden in (19) enthalten auger dem -con % herriihren- 
den, zum Volumen X YZ proportionalen Glie4, das in der Majoranasehen 
Theorie allein vorhanden ist, ein zu 1/)., d.h.  zur Breite der Oberfl/~ehe 
direkt proportionales Glie4, das die Verminderung dieser Volumenenergie 
dureh die Abweiehung der Diehte in der Oberfli~ehe von dem giknstigsten 
Wert % angibt. Die Gesamtenergie ist also yon tier Form 

= Evol . . . .  + ~ ). + --~-fl~. (26) E 
/ 1 ,  
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Dieser Ausdruck wird zum Minimum ffir 

= ~ ,  (27) 

oder physikalisch gesagt: In der Ngherung, in der man den Diehteabfall 
dutch die Exponentialfunktion (20) darstellen kann, muB die Breite der 
Oberflgche so gewghlt werden, dab die aus der Unbestimmtheitsrelation 
folgende Zusatzenergie des Dichteabfalls genau so groB ist wie die Abnahme 
der Volumenenergie, die dutch die Vernfinderung der Diehte in der Oberfl~ehe 

erzeugt wird. 
Der genaue Ausdruek far E lautet 

E = [7 ~;0~3 _ ~ (~o)J ~o-~ + YZ.  (2s) 

]:)as erste Glie4 ist die Volumenenergie, das zweite der gesuchte, zur Ober- 
flgche proportionale Zusatz. 2 ist dureh die Gleiehung 

u 
V'o/~ u 

o V~ol~ 
gegeben. Die Ftmktion ~o (~) hat Heisenberg (So]vay-Berieht) aus dem 
Ansatz (17) bereehnet; far den Fall N : Z heil~t sic 

a b a [4 x '~ - -  (1 + 6 x ~) log (1 -4- 4 x ~) + 8 x s arctg 2 x] (30) 
~(~) = 6-~ 

mit 

1 ~8 =2 yr. (81) x :  T 

Die numerisehe Reehnung verl/~uft naeh folgendem Schema: Aus ge- 
gebenen Werten yon a lind b folgt nach (22) ~o, daraus nach (29) 2 und 
schliel~lieh naeh (28) E. Dabei wird for die GrSi3e der 0berfliiehe Y Z  in (28) 
die Kernoberfl~che 4 ~r# gesetzt, und r aus der Dichte ~po ~ und tier Teilchen- 
zahl N unter der Annahme homogener Diehte bis zum Rand bereehnet. 
(Diese Bestimmung yon r wird zwar ungenau far r--~ 1/2; in diesem Fall 
versagt aber die angewandte Ni~herung otmehin.) Zu der bereehneten 
Energie ist sehliel31ieh die Coulombsehe Energie yon Z fiber eine Kugel 
vom Radius r gleiehf5rmig verteilten Protonen 

3 Z~e  ~ 
Ec, . . . .  (~) 

5 r 
hinzuzuffigen. 
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Tabe l l e  1. 

~o o a b ). d = 1[2 r o rHg 

0,9 
1,0 
1,2 
1,4 

Wigner 

101 
118 
156 
198 
107 

1,62 
1,85 
2,29 
2,72 
2,88 

1,18 
1,25 
1,39 
1,52 

0,85 
0,80 
0,72 
0,66 

1,95 
1,80 
1,61 
1,45 

4,53 
4,19 
3,74 
3,37 

Tabe l l e  2. 

~0 Kern ~ V 80 ~ C ~theor 8exp 

0,9 

1,0 

1,2 

1,4 

%6 
B gs~oOO 

o~ 6 
~t,t" ~ 1 O0 
"tq'o 200 ~80  
O~ ~ 
Ho~O0 
H~oo 

0~ 6 
~o2OO 
Hg~ ~ 

- -  1 2 9  

- -  1 2 9  

- -  1 3 5  

- -  1 3 5  

- -  1 3 5  

- -  1 4 7  

- -  1 4 7  

- -  1 4 7  

- -  1 5 9  

- -  1 5 9  

- -  1 5 9  

37 
16 

42 
23 
18 

53 
29 
23 

64 
35 
27,5 

10 
34 

11 
25 
36,5 

12 
28 
41 

13 
31 
45 

- -  8 2  

7 9  

- -  8 2  

- -  87 
- -  80,5 

- -  82 
- -  90 
- -  8 3  

- -  8 2  

- -  93 
- -  86,5 

- -  83,0 
- -  82,5 

- -  83,0 
- -  87,6 
- -  82,5 

-- 83,0 
- -  87,6 
- -  82,5 

- -  83,0 
- -  87,6 
- -  82,5 

In  Tabelle 1 sin4 zu versehiedenen Fo diejenigen Werte yon a un4 b 

angegeben, die den riehtigen Massendefekt yon Sauerstoff ergeben, 4aneben 

die zugeh5rigen Werte der Abfallskonstante und 4er Breite der Oberfl~ehe 
~2oo sowie die aus % folgenden Kernradien yon O~ 6 und I-I~s 0 . Die letzte 

Zeile enthMt die a- und b-Werte y o n  W i g n e r .  Tabelle 2 enth~lt ft~r die- 

selben a un4  b die theoretisehen Massen4efekte pro Teilehen versehiedener 

Kerne, und zwar naeh Summanden zerlegt: Volumenenergie naeh lV[ajo- 

r a n a  (Sv), Oberfliehenenergie (So) und Coulomb-Energie (ec); dazu die 

empirisehen Werte. Dabei wurden e v und s o mit unseren Formeln ffir 

N = Z ( =  1/2 A~omgewieht) bereehnet ; f~r Z im Ausdruek f~r e c wurde 

dagegen die wirkl{ehe 0rdnungszahl  eingesetzt. Da dot Absolu~be~rag dot 

Austausehenergie mit  waehsendem Verhil tnis  N / Z  abnimmt,  liegen die 

bereehneten Werte daher tiefer als die theoretiseh korrekten. Die Energien 

sind in 10 - t  Masseneinheiten (ME.) angegeben; die Langeneinheit ist der 

klassisehe Elektronenradius (2,8.10 -i3 em). 

Die experimentellen Werte des Packungsanteils sind bereehnet unter 

der Annahme, dal3 die Masse des Neutrons 1,0085 sei (wahrseheinlichster 

Weft naeh B e t h @  Der far die l%echnungen angenommene Packtmgsanteil 

yon O~ G ware fiir eine Neutronenmasse 1,0088 genau riehtig. Da naeh 
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Tabelle 1 fiir O~ 6 die Dieke der Oberfl~chenschieht schon beinahe die tt~lfte 
des Kernradius betr~gt, liegt die Abweichung innerhalb der Genauigkeits- 
grenzen der Approximation des Ansatzes (20). 

Da die theoretisehen Energien ftir die beiden sehweren Kerne wegen 
der Annahme N = Z zu tier liegen, kann erst in der Gegend yon ~fo ~ 1,4 
yon Ubereinstimmung mit der Erfahrung gesprochen werden. Die yon Wick  
angenommene Dichte (~Po --~ 0,9) liegt also wesentlich zu tier. Die neuen 
Kernradien ( ~  3,4 for I-Ig) scheinen auch wesentlich besser als die aus 
Y~o ~ 0,9 folgenden mit den yon Gamow aus den Lebensdauern yon 
~-Strahlern bestimmten Radien abereinzustimmen. Dies, verbunden mit tier 
qualitativ richtigen Darstellung des Ganges der Massendefekte mit dem 
Atomgewicht~ l~l~t darauf sehliel]en, dab die relative GrSl~enordnung yon 
sv, s o und s c sowie die Breite der Oberfl~che (d ~,~ 0,65E1.1~.) bereits 
naherungsweisc der Wirklichkeit entspricht. 

Dagegen stimmen die Werte yon a und b gar nicht mit den yon Wigne r  
dutch eine quantenmechanisch sehr viel genauere Rechnung bei tte~ ge- 
fundenen Werten aberein, und zwar sind wir genStigt, eine sehr viel s t~rkere  

Anziehung zwischen Neutron und Proton anzunehmen als Wigner .  Da 
andererseits tier Packungsanteil yon Ite~ durchaus yon dcr GrSBenordnung 
der Packungsantcile sehwererer Elemente ist, mat te  man bereits dutch cine 
lockere van  cter Waalssche Bindung yon He-Kernen aneinander schwere 
Kerne aufbauen kSnnen, die nahczu die richtigen Massendefekte haben. 
Damit ist ein Kernmodell angegebcn, das schon mit den Wignerschen 
Werten von a und b die richtigen Massendefekte liefert. Warde man mit 
unseren a und b die Kernenergien nach diesem ~iodell berechnen, so warde 
man daher wesentlich zu grol3e Massendefekte erhalten. Da die wirkliche 
Eigenfunktion des Grundzustandes eines quantenmechanischen Systems 
diejenige ist, die bei gegebenem Potential die tiefste Energie liefert, mul3 
demnach die Abweichung der GrSl3enordnung unsercr Kraft yon der 
Wignerschen durch die Ungenauigkeit unseres ~odells vcrursacht sein. 

Der Fehler liegt nicht in der zur LSsung yon (19,) verwendeten Naherungs- 
methode. Wit habcn far ein bestimmtes Paar von Werten a, b die zu (19.) 
gehSrigen Eulerschen Differentialgleiehungen numerisch integriert und 
auf 1~ 0 genau denselben Energiewert gefunden wie nach dem Ansatz (9~0). 
Die Unrichtigkeit unseres t~esultates toni3 also in der Ungenauigkeit tier 
Thomas-]?ermi-Methode begrandet sein. Dal~ unsere Rechnungen den Gang 
der Massendefekte mit dem Atomgewicht ungefahr richtig wiedergaben, 
d~f te  daran liegen, dal~ die Diehten und daher auch die Fehler der Thomas- 
Fermi-Methode yore Atomgewicht nahezu unabh~ngig sind. 



Zur Theorie der Kernmassen. 443 

I:is bisherigen Methoden reichen also nieht aus, um aus den Massen- 
defekten d.er sehwereren Kerne quantitative Schlfisse auf die Weehsel- 
wirkung zwisehen Proton und Neutron zu ziehen. Wir wollen trotzdem ver- 
suehen, die qualitative Ubereinstimmung unserer Ergebnisse mit cter Er- 
fahrung zu einer Art ph/~nomenologischer Darstellung d.er Kernmassen zu 
verwerten. Wit werden dabei yon Annahmen fiber das Kraftgesetz ganz 
absehen und nut voraussetzen, da$ die Kernenergien hberhaupt als Summe 
eines zum Volumen und_ eines zur Oberfliehe proportionalen Gliedes und. der 
Coulomb-Energie aufgefal~t werden kSnnen. 

w 4. Die Auszeichnung gerader Teilchenzahlen. 

Die bekannte energetische Auszeichnung der Kerne, die gerade Pro- 
rouen- und Neutronenzahlen enthalteni), macht die einheitliehe Darstellung 
aller Kernenergien clutch eine glatte Funktion der Teilchenzahlen unmSglieh. 
Es l~gt sich aber eine einfache Vorsehrift angeben, durch die bei gegebener 
Energiefunktion ffir gerade Kerne die Energien der ungeraden Kerne 
n/~herungsweise bereehnet werden kSnnen. 

Wir betrachten den Verlauf tier Bindungsenergien in einer Isotopenreihe. 
Bei allen stabilen Kernen wird die totale Bind.ungsenergie dutch Anlagerung 
eines Neutrons erh5ht. Auch wenn man fiber clas schwerste stabile Isotop 
hinaus weitere Neutronen hinzuffigt, muir die Binctungsenergie des Kerns 
zun/~ehst welter wachsen; denn clef fl-ZerfalI wird bereits energetiseh mSglieh, 
wenn die Bindungsenergie d_es zuletzt angeffigten Neutrons an den Restkern 
geringer ist als die Bindungsenergie eines zusitzlichen Protons an diesen 
Restkern, also lingst ehe die Bindungsenergie des zuletzt angeffigten Neutrons 
Null geworcten ist. Vermindert man umgekehrt die Neutronenanzahl unter 
diejenige des leichtesten stabilen Isotops, so wird es sogar energetiseh gfinstig, 
Protonen in Neutronen zu verwandeln; der Energiegewinn bei Anlagerung 
eines Neutrons ist hier eher gr51]er als im Gebiet der stabilen Kerne. Die 
Energien aller stabilen oder d_em Bereich der stabilen K'erne hinreichend be- 
naehbarten Isotope eines Elements liegen also in erster N~herung auf einer 
mit waehsencl.er Neutronenzahl monoton abnehmenden, naeh oben ge- 
krfimmten Kurve (Pig. 1: O~ ~ bis 0~% Dieselbe ]3berlegung gilt mutatis 

8 / "  

mdtandis far die dureh sukzessive Anlagerung eines Protons entstehenden 
Folgen yon Kernen (2. B. 5, Og 6, S 7, NelS). 

Wir nehmen nun an, dal~ die Neutronen und Protonen im Kern in 
Zweierschalen angeordnet seien, d.h.  dal~ jeweils zwei und nieht  mehr als 

i) ~V. Heisenberg,  l.c. II. Weiteres h{aterial bei K. Guggenheimer,  
Journ. de phys. 5, 475, 1934 und S. Flfigge, ZS. f. Phys. 95, 312, 1935. 
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zwei im selben Zustand und daher in erster Niiherung mit derselben Bindungs- 

energie angelagert werden kSnnen. Dal3 tiberhaupt abgeschlossene Schalen 

im Kern vorhanden sein miissen, folgt aus dem Pauli-Prinzip; dab jeweils 

nach der Anlagerung yon zwei Teilchen eine neue Schale abgeschlossen ist, 

mul3 man wohl auch unabh~ngig yon der energetischen Auszeichnung 4er 

Kerne mit geraden Teilchenzahlen annehmen, um zu verstehen, dal3 nach 

dem heutigen Stand unseres Wissens alle Kerne mit gerader Neutronen- und 

Protonen~nzahl den Spin Null haben. 

Die Existenz gr61~erer Schalen, nach deren Abschlul~ jeweils ein besonders 
grol~er Sprung in den Bindungsenergien auftrittl), ist dadurch natiirlieh nicht 
ausgesehlossen. In einem Modell, das in erster N~herung nur solehe gr613eren 
Schalen ]iefert (also z. B. bei jeder Behandlung des Problems, die yon den Zu- 
st~nden einzelner Tel]chert in einem kugelsymmetrischen Potential ausgeht), 
ist es allerdings notwendig, eine Erkl~rung daftir zu geben, dal3 die Entartung 
dieser Zustiinde in zweiter N~herung stets so aufgehoben wird, da{~ eine Periodi- 
zit~t mit der Zahl 2 entsteht. Dazu kann die Annahme einer Weehselwirktmgs- 
kraft zwischen gleichen Teilehen dienen. Es ist aber wahrseheinlich, dal3 schon 
die bloke Abweichung der wirklichen Kerne yon dem Modell eines Zentralfeldes 
geniigt, um alle h6heren Entartungen aufzuheben; so wie z. B. die Elektronen 
in mehratomigen Molekiilen durchweg in Zweierschalen angeordnet sinde). 
Eine M6glichkeit, diese Abweichung des Kraftfeldes auf ein eir~elnes Proton 
bzw. Neutron yon der Kugelsymmetrie darzustellen, bietet das Modell, in dem die 
Protonen und Neutronen in erster N~herung zu ~-Teilehen zusamraengefal~t 
werden; in diesem ~odell ist wenigstens die Auszeichnung tier Kerne mit gerader 
Protonenzahl unmittelbar evident, ohne dal3 aul3er der Coulombsehen Ab- 
stol3ung eine Wechselwirkung zwisehen zwei Protonen angenommen werden 
mtil~te. Jedes andere Modell, das die individuelle Weehselwirkung des gerade 
betrachteten Teilchens mit den Teilchen der anderen Sorte nicht in ein Zentral- 
feld ausschmiert (das die Eigenfunktionen der Kernteilehen also nicht in der 
Har t reeschen  N~herung, sondern im Konfigurationsraum behandelt) wiirde 
aber qualitativ dasselbe l~esultat liefern. 

Wenn je zwei aufeinander~olgende Neutronen mit derselben Bindtmgs- 

energie angelagert werden, so ist die Bindungsenergie eines Kernes, der eine 

ungerade Anzahl von Neutronen enthi~lt, gleieh dem arithmetischen Mittel 

der Bindungsenergien seiner beiden Nachbarn in der Isotopenreihe, die gerade 

Neutronenzahlen enthalten. Sind also die Energien der ,,geraden" Isotopen 

dutch eine glatte Kurve dargestellt, so erh~lt man die Energie der ungeraden 

Isotope durch geradlinige Interpolation zwischen den ,,geraden" Punkten 
der Kurve (vgl. 0~ 5, O~ 7, O~ 9 in Fig. 1). Die entsprechende Konstruktion 
gilt fiir Kerne mit ungeraden Protonenzahlen (z. B. N 15, F~7). Man erhiilt 

1) Vgl. die Untersuchungen yon A. Land6 ,  Phys. Rev. 43, 620, 624, 1933; 
G. Gamow,  ZS. f. Phys. 89, 592, 1934; W. Elsasse r ,  Journ. de phys. 4, 549, 
1933; 5, 389, 1934; 5, 636, 1934. - -  2) Hierauf hat reich Herr Prof. H u n d  
freundlicherweise hingewiesen. 
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so dutch Interpolation zwischen den Kernen, die eine gerade Zahl yon 

Protonen und Neutronen enthalten, die Kerne, bei denen eine der beiden 

Zahlen ungerade ist, und durch 
Z-N ----> 

noehmalige Interpolation zwischen -r -3 -z -1 o z 
4en letzteren die Kerne, bei I 

denen beide Teilchenzahlen un- /A/ 
\ / 

geracte sind. In •ormeln: \ \ .  / (  

/~ (Z, 2V + 1) = -~ [E (Z, ~) r c 2 /  " ~  
(83 ) I 

+ E (z + u, i ) ] ,  (~8 b) I J~-- '~,  z." 

] 

-~ E (Z "J- 9~, N -~ ~)] (38e) Fig. 1. Schematischer Yerlauf der 
biassendefekte in Isotopenreihen. 

(Z und N gerade). 

In zweiter Ni~herung erh~lt man ffir die Anlagerung des zweiten Neutrons 

sogar einen grSl~eren Energiegewirm als fiir die Anlagerung des ersten. Sei 
(in tier N~herung, in der man yon Eigenfunktionen einzelner Teilchen im 

Kern reden darf) F (~p) die Eigenfunktion irgendeines Protons im Kern, 
~v (~1) die Eigenfunktion des ersten Neutrons, q (r2) die des zweiten Neutrons, 

lind zwar seien ~o, ?o die Eigenfunktionen ohne Berficksiehtigtmg cter 
Weehselwirkung, ~ ,  q ,  die Eigenfunktionen irgendweleher angeregten 
Zust~nde mit den Energien E~ und E~, und becteute j(o alas Integral 00,  m n  

j (o  o o, m ~ = ~ ~o~ (rp) 9~  (ri) J (rio - -  ri) Vm (ri) ~% (rlo) d rp d ri, (84) 

so ist im Falle, da$ nut ein Neutron vorhanden ist, die Wechselwirkungs- 
energie mit dem Proton nach den Grundformeln der StSrtmgsreehnung 

~, (z) T(Z) 
E(~) _7(~) ~ ,  ~oo, ~,~ ~ ,  oo (85) 

= ~ o o ,  oo  - ~ , , ~  < ~ E T = _ - ~ o -  

Das erste Glied ist der Mittelwert der Energie, genommen fiber die un- 
gestSrten Eigenfunktionen, das zweite Glied stellt die yon der StSrung der 
Eigenftmktionen herriithxende Korrektur dar. Die ~ '  ist wie iiblieh fiber 

alle m u n d  n aul~er m ---- n = 0 zu erstreeken. Dal~ 4ieses zweite Glied die 

Energie herabsetzt ,(Joo, (~) , ~ "  J~,(1) oo ist stets positiv), bedeutet anschaulieh: 
die Eigenfunktionen werden dutch die Anziehung so ver/~ndert, dat~ tier 
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mittlere Abstand der bei4en Teilehen kleiner wird; 4adureh rtiekt 4er 
Mittelwert 4er Energie, genommen fiber die gestSrte Eigenfunktion, tiefer. 
Sind zwei Neutronen vorhanden, so ist 

E(1, 9) T(1) T(9) ~ t  (J(1)+J(9))ooo,~nn' (J(1)+J(~))mn,,,ooo (86) 
= Oo o, o o + Jo o, o o - -m.~ '  E., + E .  + E , ~ , -  E o 

Dabei ist z .B. 

j(1) =y~(rp) ~(rl) qg(~)g (rp-r ,)  %. (~,) q .  (rp) q.,  (~2) d~p dr1 dr 2 (87) O0 O, ~ !  

nur ffir n' = 0 yon Null versehie4en; entspreehend Jo(~)o,,~ = ~, nur far n = 0 
(4. h. es gibt keine Ubergange, bei denen beide Keutronen gleiehzeitig 
springen). Es folgt also wegen .l(~) = j a )  --000, ~ 0  00, ran 

_TO) -/.(1) r(~) r(~) 
E(1,~) O00, OOT(1) - Z(Z) " ~ ,  ~ oo, ,an ~'mn, oo 

_7-(1) ~(Y) if(2) j (1)  
~ ,  ~oo, m~)umo, oo ~ ~oo, mo mo, oo 

E~ - -  Eo (ss) 

Die vier ersten Glieder sind die normalen StSrungsenergien erster und 
zweiter 0rdnung far die beiden Neu~ronen. Das letzte Glie4 bedeutet 

ansehaulieh: die Eigenfunktion des Protons wird 4urch die Anziehung des 
ersten Neutrons beeinflul3t, und 4ad~eh wir4 zugleieh seine Weehsel- 
wirkungsenergie mit 4em zweiten Neutron ver~ndert un4 umgekehrt. Wenn 
beide Neutronen im selben Zustand sind, so sind die Matrixelemente yon J(~) 
gleieh denen yon J(~); dann dxfickt dieses letzte Glie4 die Gesamtenergie 

mit Sieherheit welter herab. Der Betrag, um den die Energie, mit der zv&i 
Neutronen in derselben Sehale gebun4en werden, tiefer liegt als die doppelte 

Energie eines einzelnen ~eutrons, ist 

I goo, ~o I ~ 
E(', ~) - -  2 E(~) = ~ 2 ~ '  E~ ~ E o ' (89) 

noch summiert fiber alle im Kern befindlichen Protonen. Dieselbe l~echnung 
gilt natarlieh ffir die Weehselwirkung yon zwei Protonen mit 4en Kern- 

neu?~ronen. 

Es sei hervorgehoben, 4a$ in dieser Reehnung keine 4irekte Weehsel- 
wirkung zwisehen den Neutronen (bzw. Protonen) angenommen wurde. 
Uber die GrSSe 4es Effekts l~$t sich sehwer eine allgemeine Absehgtzung 
gewirmen. Bei den leichtesten Kernen ist er sehr erheblieh; er ist es ja, der 
naeh W i g n e r  bewirkt, 4aB der Massendefekt des ~-Teilchens nicht viermal 
so grol~ ist wie der Massen4efekt des Deuterons, wie es bei blol~er Addition 
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d.er St5rungsenergien zu erwarten wiiro, sondorn ctreizehn- bis vierzehnmal 
so grog. Ffir sehwerere Kerne wird cter Effekt abnehmen, da mit washsenc[er 
Teilchenzahl die Ri~ckwirkung sines gebundenen Tsilchens auf den t~ost- 
kern relativ geringor werden diirfte. Dies gilt allerdings nieht, wenn die 
Protonen im Kern sieh jeweils mit ebonso vielen Neutronen zu ~-Teilehen 
vereimgen; dann wire[ bei sukzessiver Anlagerung yon zwei Protonen due 
zweite slots sine wesentlieh sti~rkere Bindung erfahren ale das crete, eta die 
Eigenschaften des neugebilcIeton ~-Toilehens yon der Anzahl der sonst im 
Kern vorhandenen Teilshen in erster Ngherung unabha.ngig sind. Naeh 
den Ergebnissen yon w 5 seheint so, ale ob das hiodell der im Kern vor- 
gebildeten c~-Teilchen wenigstens f ~  die leichten Kerne keine guts An- 
ns an die Wirklichkeit sei. Wenn abet die aus diesem 5focIell folgenclen 
Eigenfunktionen d.e~ Tsilchen im Kern bei einer n~herungsweisen Darstellung 
der wirkliehen Eigenfunktlonen dutch sine Summe der aus verschied_enen 
einfachen ~o6ellverstellungen folgenden Eigenfunktionstypen aueh nut 
mit dem Faktor 1/1 o vorkommsn (wenn also, grob gesagt, nur etwa 1/1 o 
aller Kernprotonen zu ~-Teilchen vereinigt sin(t), so wt~rde ddese kleine, 
abet ~rom Atomgewieht unabh~ngige Energiedifferenz zwischen d.sra ersten 
und dora zweiten Proton siner Sehale ffir sehwere Korne c[och sine wiehtige 
I:~olle spielsn. Denn bei den groBen Teilchenz~hlen d.er sehweren Kerne 
wird die Krfimmung d.er Kurven d_er Bindungsenergie ale Funktion clef 
Protonen- bzw. Neutronenzahlon sehr gering und sin relativ kleiner Unter- 
sehied zwisehen den Werten far gerade und ungerade Kerne hat daher sehon 
grol3e Konsequenzon f ~  (tie Frage tier Stabilit~t gegen fl-Zerfall. 

Zum Vergleieh unserer Vorstellungen mit der Erfahrtmg w~hlon wir 
ztm~ehst die geradlinigo Interpolation (g8). Die genaueste Prtffung dgrfte 
bei den Kernen yon Typ N~ ~ (Nunc[ Z ungerade) mSglieh sein. Naeh 
(33e) mtigte die Energie des Stiekstoffkerns gegeben sein dutch 

L , o ,  + ~ (c~) + 2~ (02)  + E (o~0)]. (4o) 

Die experimentellen Binchmgsenorgien yon C~ ~, N~ ~ and O~ 6 sine[ in Ta- 
belle a gegeben. Sis zeigen, dug E (N~  wie es nach Fig. 1 zu erwarten \ 7 1 '  

ist, wesentlich hSher liegt als das arithmetische 3/Iittel der Energien der 
beiclen Naohb~rkerne veto Typ N = Z. E (C~ ~) und E (0~ ~) sinct nieht 
gemossen. Wie wissen abet aus der Stabi]it~t yon N~ ~, dab beide Ensrgien 
hSher liegen m~ssen als der empirisehe Wert yon E (N~). ~erner mug E (0~ ~) 
noeh um den Unterschied zwisehen dot Coulo mbsehen 2~bstogungsenergie 
yon aeht Protonen gegen diejenigen yon seehs Protonen (bei einem Kern- 
radius, der naeh Tabsllo 1 kleiner ist als 1,45 Elektronenradien, und bsi 

Z e i t s c h r i f t  ffir P h y s i k .  Bd, 96. 3 0  
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Bertieksichtigung des Protonenaustausches, vgl. w 5, Gleiehung (50) hSher 
liegen als E (O~t). D.h. 

E ( 0 ) E - -  

- 10s,6 < E 

und sehliel31ich 
E (N~ 4) ~ - -  111,11). 

Der Unterschied gegen den empirisehen Wert --108,6 ist also im un- 
gimstigsten Fall 2,5- 10 -'~ ME., 4. h. zweieinhalb Millionen Volt. Da bei 
der tterleitung yon (33e) die lineare Interpolation zweimal verwendet ist, 
gentigt es daher, anzunehmen, d.aB die wirklichen Binc[ungsenergien der 
Kerne mit ungeraden Teilchenzahlen im Gebiet der leichteren Kerne 
hSehstens um durchschnittlich 1 bis 11/2 Millionen Volt geringer sind als 
4as arithmetische Mittel der Bindungsenergien der geraden Naehbarkerne. 
Zur Erkl~rung dieses Unterschiedes diirfte c[ie StSrungsenergie zweiter 
Orclnung (39) geni~gen. Da wit fiir diese keinen quantitativen Ansatz machen 
kSnnen, werden wir uns bei der Darstellung 4er Masseneffekte leichter 
Kerne im folgenden Paragraphen auf die Methode 4er linearen Interpolation 
beschri~nken. 

Es sei hervorgehoben, 4al~ die lineare Interpolation nicht ausreieht, 
um die Labilit~t aller Kerne mit ungerader Protonen- und Neutronenzahl 
oberhalb N~ t zu erkl~ren. Denn das arithmetische Mittel yon E (Z, N) und 
E (Z -~ 2, N ~- 2) (Formel 33e) wird im allgemeinen (vgl. die obige Ab- 
seh~tzung und die Uberlegungen yon w 5) tiefer liegen als das arithmetisehe 
Mittel yon E ( Z ~ - 2 ,  N) und E ( Z , N +  2), und E ( Z ~ - I , N - ~ I )  wird 
daher tiefer liegen als der Mittelwert der Energien seiner beiden Isobare 
(Z ~-2, N) und (Z, N + 2). Wenn cliese beiden Kerne nahezu 4ieselbe 
Energie haben, miiBte der Kern (Z ~-1, N + 1) also starker gebunden 
sein als beide. Dies ist in der Tat der Fall bei den leiehten Kernen tt~, Li~, 
B~ ~ N~ t. Dagegen ist F~ s nicht mehr stabil, offenbar well dutch den 
wachsenden Einflul] der Coulombenergie der Untersehied zwischen seinen 
beiden Isobaren 0~ s un4 Nel~ zu grol] gewor4en ist (vgl. Fig. 3). Wenn sieh 
abet 4as ~iinimum der Bindungsenergie bis zum NeutroneniiberschuB 
Zwei versehoben hat, so mt~Bten Kerne yon 4iesem Typ (etwa K14~ ) wieder 
stabil sein; classelbe miil3te sich bei wachsendem NeutroneniibersehuB 
periodisch wiederholen. Da stabile oder nahezu stabile Kerne 4ieser Art 

1) Wir messen die Kernenergien durchweg in 10 -3 ~E. Der wahrschein- 
liche Fehler der empirischen Daten betr/igt dann mehrere Einheiten der ersten 
Stelle nach dem Komma. 
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nieht bekennt sindl), mug man annehmen, dab bei sehwereren Kernen 

infolge des waehsenden relativen Einflusses entweder der St6rungsenergie 
zweiter Ordnung oder einer sehwaehen Anziehung zwisehen gleichartigen 
Teilehen die 5Iethode tier linearen Interpolation far StabilitS~tsbetraeh- 
tungen unzureiehen4 wird. 

5. Italbempirische Darstdlung der Massende[ekte2). 
Um die Ordnung des Erf~hrungsmaterials zu erleichtern und einer 

ktinftigen quantitativen Theorie die Daten in einer unmittelbarer deutbaren 
Form zu liefern, ver suehen wir nun, den Gang der Kernenergien durch eine 
Interpolationsforme] 4arzustellen, 4eren Form theoretiseh plausibel ist, 

wi~hrend eine Reihe theoretlseh unbestimmt bleibender Konstanten durch 
die Bedingung einer mSgliehst guten Anpassung an die Erfahrung lest- 
gelegt wird. Unter der Energie eines Kerns yon Z Protonen und N Neutronen 
verstehen wit dabei nieht die tiefste Energie, die ein System von Z Protonen 
und N Neutronen iiberhaupt annehmen kann, sondern die tiefste Energie 

des Gebildes, das entsteht, wenn diese N + Z  Teilehen s~mtlieh anf einen 
Raum yon Kerndimensionen zusammengedr~ngt werden, vorausgesetzt, 
dag die Lebensdauer dieses Gebildes grog ist gegen die reziproken Kern- 

frequenzen. Diese Definition ist notwendig, wenn wit die Energien 4er 
e-Strahler (genauer aller sehweren Kerne) einbeziehen wollen; denn es ist 
z. B. der tiefste Zustand des Systems yon 84 Protonen una 126 Neutronen 

Phi~ He~, in 4as nieht tier c~- labile Kern ros,~ 2~o, aueh nieht alas System --~2 + 

er zerf~llt, sondern, wegen des Minimums der Paekungsanteile bei Inittleren 
Kernen, ein System wie etwa ,~ 126 s~ M ~0~ , ~o6 ~n~o + S%, oder _,_o,2 + ~'Io,~ . Bei 
Gebilden mit einer so kurzen Lebensdauer, dab unsere Definition unanwend- 
bar w~rde, ist in der Praxis nut die Kenntnis tier Energien ihrer Zerfalls- 
produkte yon Interesse; fi~r einige Grenzbetraehtungen miissen wir im 
folgenden solehe Systeme beriieksiehtigen und verstehen unter ihrer Energie 
4ann die absolut tiefste Energie, die sie annehmen kSnnen. 

Naeh w 3 hat die Energie der sehwereren Kerne, die gleieh viele Protonen 
und Neutronen enthalten, die Form 

3 e  2 Z'~ 
. . . . . .  (41) E(Z N) e.(Z+N) + U.4z~r ~ + 5 r 

1) ~ o  und. Rb8~ haben nach der Vermutung yon Klempere r  [Prec. Roy. 
Soc. London (A) 148, 638, 1935] zwar sehr lange Lebensdauer, aber durehaus 
normale Zerfallsenergien. - -  ~)Die ~berlegungen dieses Paragraphen wurden 
angeregt und stark gef6rdert dutch eine yon Herrn H. Euler  vorgeschlagene 
mad ausgeftihrte Darstellung tier emph'ischen Massen leichter Kerne nach der 
Art tier Fig. 3 und die daran a.nsehliegenden Diskussionen. 

30 * 
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Dabei ist e die Volumenenergie pro Teilchen un4 ~? die 0berfl~iehenspannung 
pro Fli~cheneinheit. Ffir den Kernra4ius setzen wir 

r = re (z  + iV) 1/~. (42) 

Wit suchen die Energien der (gera4en) Kerae mit Z ~ N durch eine ~hnlieh 
gebaute Summe einer Volumenenergie, einer 0berfl~chenenergie und 4er 
Coulombschen Energie 4or Protonen darzustellen: 

E (Z, N) = E V + E o ~- E c. (43) 

Durch eine ~echnung nach dem Muster yon w 3 liel~e sich tier theoretisehe 
Verlauf dieser Funktion numerisch bestimmen. Fi~r die erste Orientierung, 
die wir anstreben, geniigt die folgende Ann~herung. 

In tier N~herung yon M a j o r a n a  ist die Energie pro Teilchen unab- 
h~ngig yon Z + N eine Funktion des Verhi~ltnisses N/Z allein. Diese 
Funktion ist symmetriseh in Z und N und hat ihr Minimum bei Z = N. 
Ftir kleine Abweichungen yon 4iesem Wert wir4 sie sich daher quadratisch 

mit 1 - -  Z/N ~ndern. Fiir sehr extreme Werte yon Z/N tritt keine Bin4ung 
mehr ein. Denn wenn z.B. N ~ Z, so ist die kinetische Energie in der 

Grenze proportional zu ( ~ ) % ,  also unabhi~ngig yon Z/N, die potentielle 
Energie 4agegen ist proportional zu ~ an4 nimmt 4aher mit Z/N gegen 
Null ab. D.h.  f ~  je4es Z gibt es ein maximales N, bei 4em noeh ein Kern 
ira oben 4efinierten Sinn entstehen kann. Zus~tzliche ~eutronen werden 
nur durch eine schwache ,,van der Waals-Kraft" oder iiberhaupt nieht 
gebun4en; 4urch ihre ttinzufiigung wird die Energie des Systems we4er 
merklich vermehrt noch vermindert. Fiir sehr grol~en NeutroneniibersehuB 
ist die Energie daher nur yon Z abhi~ngig, un4 zwar ungefi~hr proportional 
zu Z. Tragen wir nach 4er Art 4er Fig. 1 die Energie (bei festem Z -]- N) 
als Funktion yon Z - -  N auf, so wird sie 4emnach in der N~he der Stellen 
Z -  N ~ :~ (Z + N), bei d_enen nur Frotonen oder nur Neutronen vor- 
han4en sin4 und die Bindungsenergie 4aher naeh unseren bisherigen An- 
nahmen verschwindet, linear mit Z - -  N gehen. Die Steilheit dieses linearen 
u steht in keinem einfachen Zusammenhang mit der Breite des 
Minimums bei N ~ Z. Wit brauehen also eine Funktion mit wenigstens 
zwei willkiirlichen Konstanten, um zwischen beiden Gebieten n~herungs- 
weise richtig interpolieren zu kSnnen. Wir w~hlen die Form einer Hyperbel 

E~ = - -  V~ ~ + ~ (Z + N) + 1/~ ~ (Z + N)  ~ + ~ (Z - -  N) ~. (44) 

Die Funktion verschwindet fiir Z -  N---- ~ (Z ~-N)  und lautet in der 
NiChe dieser Stellen 

~ fl~ Z 
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t~iir Z = N folgt 
= 1/~ ~ + ~ - -  ~. (46) 

Da die Oberfl~ehenspannung mit der mittleren kinetisehen Energie 

un4 diese mit der gesamten Bindmlgsenergie in einer rohen N~herung 
proportional geht, werden wit keinen zu grogen Fehler maehen, wenn wit 
flit sie dieselbe Abh~ngigkeit yon Z/N ansetzen wie f ~  E v. Unter Be- 
rileksiehtigung yon (42) erhalten wit 

Eo = 1/~  +/~2 _ ~' + ~2 (Z + N ) ~ / 7  (Z + 

Zur Bereehnung tier Coulombenergie miissen wir die Anderung des 
Kernradius mi~ Z/N kennen. In tier N&herung yon M a j o r a n a  nimmt das 
Kernvolumen yon seinem ~{inimalwert bei Z = N bis zu einem a ncteren, 
endliehen Werg bei dem Verh~ltnis Z/N, jenseits 4essen 4er Kern a is ein 
Gebilcte nieht mehr existenzf~hig ist, monoton zu. Wit wfihlen als reehneriseh 
einfaehsten Ansatz eine lineare ~imderung yon 1/r m~t IZ--N[: 

Ec = Se2 Z'  ( ] Z - - N t )  
5 r o(Z-~N)~/~ 1 - - d  Z.-i--N " (48) 

Eine in w 3 nieht beriieksiehtigte Korrektur, die vor allem fflr leiehtere 
Kerne wichtig wird, liefert ferner d_er durch die Coulombsehe Wechset- 
wirkung veranlal3te Austauseh der Protonenl). Er bewirkt eine zus~ttzliche 
Energiedichte 2) 

8 ( ~ e .  ~ o~" (~9) Fx --  2 \8 ~ /  

Bei tier Annahme einer homogenen Diehteverteitung der Prdtonen, die 
wit aueh der Berechnung tier Coulombenergie zugrunde gelegt haben, ergibt 
sieh 4araus eine Zusatzenergie 

3 e 2 Z %  
- -  , Ea = - -  2"I-W r (50) 

Sehlieglieh nfiilssen wit beaehten, 4at3 alle bisher abgeleiteten Formeln 
nur in dem Grenzfall gelten, in 4em Z und N grog sind gegen Eins. Die 
Thomas-Fermi-Metho4e legt ja stets die Annahme grol3er Teilchenzahlen 
zugrunde; sie gibt daher keine Auskunft daraber, ob die Fli~ssigkeitsenergie 
zu (Z + N) oder etwa zu (Z + N - -  eonst) proportional ist. Betraehten 
wir unsere Formeln als Anfang einer Entwieklung der Xernenergien naeh 
fallenden Potenzen der Teilehenzahl, so mtil3ten wit also alas zweite Glied 

~) Den ttinweis auf den tginfluB dieses Effektes verdanke ieh Herrn 
S. Fltigge. -- 2) F. Bloeh,  ZS. f. Phys. 57, 545, 1929; vgl. H. Jensen,  
ebenda 89, 713, 1934. 
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dieser Entwicklung noch kennen. Ein theoretischer Ansatz daftir 1.~13t sich 
schwer angeben. K e i s e n b e r g  (Solvay-Bericht) hat das Glied so grol~ 
gew~hlt, dai] es (ten Anstieg der As~onschen Kurve tier Packungsanteile 
(vgl. Fig. 5) bei leichten Kernen qualitativ riehtig wiedergab. Da wir 
diesen Anstieg in der Hauptsache der Wirkung tier Oberfl~chenspanmmg 
zuschreiben, mt~ssen wit den Verlauf tier Massen4efekte der leichten Kerne 
mehr im einzeln~n verfolgen, am die beiden Effekte voneinander zu trennen. 
Die empirischen Massen scheinen heute genau genug bekannt zu sein, 
um ziemlich eindeutige Schlfisse zu ermSglichen. 

Wir haben somit sechs Konstanten zur Verf~gung (0~, fl, 7, (~, ro trod 
die Konstante des zweiten Entwicklungsglie4es der Fltissigkeitsenergie). 
])as Erfahrungsmaterial, 4as wit 4arstellen mfissen, enthMt die 17 ~,~assen- 
defekte leichter Kerne, die durch Zertr~/tmmerungswrsuche sehr genau be- 
kannt sind (Tabelle 4, Fig. 3), die Lage des Energieminimums als Funktion 
des Atomgewichts (die Gamowsche 1) ,,Rinne", Fig.4), die Astonschen 
Packungsanteile (Fig. 5), die Zerfallsenergien tier radioaktiven Kerne 
und die Kernradien. Es gibt im wesentlichen zwei konsequente Wege zur 
Auswertung dieses Materials, je nachdem, ob man mit der Darstellung 
der leichten oder der schweren Kerne beginnt. Man kann die Konstanten 
so bestimmen, dab die Energien und Stabilit~tsverh~ltnisse (radioaktive 
Zerfallsenergien) tier Kerne zwischen Z = 3 und Z =- 8 mit sehr grol]er 
Genauigkeit dargestellt werden; die mit diesen Konstanten berechneten 
Massendefekte der sehweren Kerne weisen jedoeh Fehler bis zu 9.0% auf. 
Man kSnnte umgekehrt dutch geeignete Wahl der sechs Konstanten etwa 
die ,,Rinne" und die Kurve der Paekungsanteile jeweils an drei Punkten 
exakt darstellen; die Massendefekte d.er leichtesten Kerne werden 4ann 
merklich ungenauer wiedergegeben. F~ir die Kernradien erh~lt man in 
beiden F~llen plausible Werte. 

Das gesehilderte Ergebnis ist genau das, was man zu erwarten hat, 
wenn die Energien im grol]en den angenommenen glatten Funktionen 
folgen, im einzelnen aber periodisehe Sehwankungen zeigenl). Der zweite 
Weg wird die theoretisch richtigeren Wer~e 4er Konstanten liefern, da er 
tiber die individuellen Eigenschaften abgesehlossener Schalen mittelt; 
dagegen lielert der erste Weg eine In~erpolationsiormel, die auch zur Vor- 
aussage noeh unbekannter Massendetekte un4 Zerfallsenergien leichter 
Kerne geeignet ist. 

Der erste, beiden Methoden gemeinsame Sehritt ist die Bestimmung 
des zweiten Gliedes in der Entwieklung der Energie nach fallenden Potenzen 

1) G. Gamow, ZS. f. Phys. 89, 592, 1934. 
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der Teilehenzahl. Fig. 2 stellt die Massendefekte der Kerne mit Z = N - -  1 
yon H a bis O~ 7 als Funktion des Atomgewiehts (Z q- N) 4ar*). Die Punkte 
yon Lia v bis O~ ~ liegen sehr genau auf einer Oera4en, die abet die Abszissen- 
aehse nieht bei Z + N 
Zur ersten groben An- 
ngherung vernaehlgssigen 
wit die Abweichung des 

Verhgltnisses N/Z yon 1, 
suehen die Energien also 
dutch die FormeI (41) 
darzustellen. Von der 

r die bei 
leiehten Kernen klein ist, 
sehen wir zungehst eben- 
falls ab. Wenn wir nun 
fordern, dab sowohl der 

= 0, sondern etwa bei Z q- N = 3 schneider. 

Z+N--> 
0 I Z 3 ~ ,5" 70 15" 

b 

Fig. 2. Wahre und reduzierte Massendefekte 
der Kerne mit  Z ~ N - - 1  als Funktion des 

Atomgewichts .  

Betrag wie die Ableitung tier Energie nach (Z d- N) etwa an der Stelle 
des Kerns N$ ~ durch (41) riohtig dargestellt werden solle, erhatten wir 
zwei Beziehungen zwisohen s unc[ ~i- Wir k/Snnen also die Oberfl~ehen- 
spannung ni~herungsweise berechnen und als Korrektur an den empirischen 
Energien anbringen. Die Werte, die wir &ann erh~lten, haben wir als die 

angen~herten Volumenenergien aufzufassen. Sie liegen wieder ziemlich gut 
auf einer Oeraden (die kleine Abweichung l~13t sieh dutch die Coulomb- 
energie erkl~ren), die mmmehr ziemlieh genau durch den Punkt Z d- N = 1 
geht. Wir hfitten also zu schliel~en, dab die Fli~ssigkeitsenergie ungef~ihr 
zu (Z d- N - -  1) proportional ist. 

Dieses Ergebnis ist insofern theoretisch befriedigen4, als d~mit aueh 
die Grenzf'glle der allereinfaehsten Kerne in der Formel enthalten sind. 
Far  ein einzelnes Proton oder Neutron mul3 sieh ja gerade 4er ~'[assendefekt 
Null und far das Deuteron ungefiihr gerade einmal, for H a und_ He g ungef~hr 
gerade zweimal die elementare Bindungsenergie zwisehen zwei ungleiehen 
Teilehen ergeben. Obwohl wegen tier Vernaehlassigung der hSheren Olieder 
in tier Entwieklung naeh 1/(Z § N) darin keine strenge Begriindung 
gesehen werden kann, setzen wit ctaher im folgenden E~. proportional zu 

(Z q - N -  1). Eine entspreehende Anderung fiir 4en Ansatz der 0ber- 
flgehenspannung wird dureh den Umstan4 nahegelegt, dal3 aueh die nfittlere 

~) Die Kerne mit Z = N zeigen wegen des Untersehie4es der geraden und 
ungeraden Teilehenzahlen zu groBe scheinbare Unregelm~iBigkeiten, um zur 
ersten Orientierung dienen zu kSrmen. 
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kinetische Energie n~therungsweise proportional zu (Z + N - -  1) sein mul~, 
da wegen der Abseparierung der Sehwerpunktsbewegung nur 3. (Z + N - -  1) 
unabh~ngige Freiheitsgrade fiir die Teilchenbewegung im Kern vorhanden 
sind (oder anders gesagt, da man im Ausdruek Mv~/2 nieht die wirkliche, 
sondern die ,,reduzierte Masse" der Teilehen einsetzen mul3). Wir setzen 
also E o ,~ (Z + N -  1) 2/3 und erhalten als Sehlui3formel ftir die Gesamt- 
energ]e : 

+ (-2-f ~)[iZ+ N--~)--r(Z+N--1) ~] 

+ro(Z+N)'13 Z + N  ) - - \ 2 ]  J" " 
Die Konstanten ~, fl, y, (~, r o wurden nun auf zwei Wegen bestimmt. 
Methode 1. Die Energien der geradzahligen leiehten Kerne wer4en 

zugrunde gelegt. ~ wird vernaehl~ssigt, r o witlkiirlieh gleich 0,45 gew~hlt 
(w~re c[ie Diehte in den Kernen konstant, so wiirde aus den effektiven 

Radien der ~-Strahler etwa r o = 0,5 folgen), e = ] / ~  + f12 __~ and ~, 
werden aus 4er Bedingung bestimmt, 4a13 die Energien yon C~ ~ und O~ ~ 
genau dargestellt werden sollen. Eine zweite Beziehung zwisehen ~ un4 fl 
[die ,,Breite" 4er t typerbel (44)] lielert die Bedingung, die Bindungsenergie 
yon C~ ~ solle etwas geringer sein als die empirische Bindungsenergie yon ~ 4 .  
Der Vergleich der theoretisehen Energien der iibrigen leiehten Kerne [der 
geradzahligen nach (51), der ungeradzahligen nach 4er linearen Interpolation 
yon w 4] zeigt, dal~ nur geringe naehtr~gliehe Anderungen der gewonnenen 

trod fl notwendig sind. Die Ergebnisse sin4 in Tabelle 4 und 5 und in 
Fig. 3 angegeben. 

Tabelle 3. K o n s t a n t e n  in (51). 
Nach Methode I. Nach Methode II. 

= 1,6 ~ ~ 2,6 
fl = 13,9 fl = 18,4 
y ~ 0,6 y ~ 1,07 

(~  = O) ~ = 1 ,1  
r o =  0,45 t o =  0,42 

Methode 11. Die Z/N-Werte (die ,,Rinne") und die Packungsanteile 
der sehweren Kerne werden zugrunde gelegt. Zur Abkiirztmg der Rechnung 
wurden o~ und fl aus dem rohen Wert s = 16, der sieh in w 8 ergab (Tabelle 2) 
und aus der Bedingung E (C~ 4) ~ E (N17 ~) yon vornherein festgelegt. 7, (~ 
und r o wurden bestimmt aus den Massendefekten yon O~ 6 und ngso'~ 200 nach 
(51) und aus der Bedingung 

O E (SO, 1~0)\ 
~(2-- - - -~  / = O, (59) 
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_~oo gerade die tiefste bei Z -4- N : 200 mOgliche Energie die besagt, dal~ I-I~s o 
hat. Die Ergebnisse zeigen Fig. 4 und 5. 

Tabelle4. M a s s e n d e f e k t e  der  l e i c h t e n  K e r n e  nach  M e t h o d e  I. 

Kern 

tte,~ 
u~ 
~e~ 

-- Eth 

11,8 
26,4 
44,6 
62,8 
80,8 
99,4 

117,3 
135,8 

Kern - -Eth --Eexpi Kern --Eth --~exp 

H~ 
He~ 
Li~ 

B~ o 

NP 
O~S 

~e~8 

5,9 2,4 ~[ 
23,6 29,8 tte~ 
35,9 33,5 Li~ 
59,7 59,4 Be~ 
72,6 68,4 B~ ~ 
96,1 96,6 C~ ~ 

109,7 108,6 N~ 5 
132,6 132,8 FOOi: 
146,5 (169,6: 168,5 

u,s  
27,2 
45,2 
64,4 
82,6 

101,7 
120,0 
139,1 
157,1 

9,0 
9 

4113 
61,4 
80,4 

101,2 
119,4 
137,3 

(157,9) 

Kern 

Li 8 
Be~ ~ 
B.~'~ 

N~ s 
og~ 

-- Eth 

13,6 
30,8 
48,4 
69,0 
86,4 

107,3 
124,5 
145,6 

-- Eex p 

? 
? 
? 
68,5 
86,6 

108,6 
132,8 

(142,9) 

Nicht aus Zertriimrnerungsversuchen gewormene experimentelle Massen- 
defekte sin4 eingeklammert. 

Dot Fehler der theoretisohen Energien in Tabelle 4 ist far alle Kerne 
mit gerader Ladung u n d  ~Iasse aul~er I-Ie~ und dem mMeheren ban4en- 
spektroskopisehen Wert 0 is unter 1%, d.h. innerhalb der Orenzen her 
Mef3genauigkeit. DaB sieh z-~v:: 
die Energie yon He$ mit o -r -z -z -1 o ~ z > <  
ergeben wiirde, war zu er- 2e ~ / . . . .  " 

war&en. Sehr bemerkenswert "%-C-'~ <.. I /  
~8 

ist abet, daBsehon]3e s sehr / N ~ ' ~ _ ~ ~ N , x  ~ / S e  
gut dargestellt wird. Dies m L; ~ .  / ~ _ ~ . ~ - J  
seheint damuf hinzudeuten, ~ , ~ ' %  < ~  
dab man schon fiir die Kerne [ " 

nehmen braucht, die Pro- 1o~ i g ~ _  / <--._ ( x ' ~  
tonen und Neutronen seien I ~ ' ~ . . . Y  

in ~-Teilehen zusa:mm.enge- 1~ 
fa~t. In derselben Riehtung ~ ~ <  M,~ 
weist die Tatsache, da,l~ die z~ 
~assendefekte des Keme mit I [ i ~ / :  
Z =- N - -  1 keine Andeutung Fig. 3. Massendefekte leiehter Kerne (Punk?~e 
einer Periodizits mit c t e r  experimentell, Geradennetz theoredsch). 

Zahl %er zeigen; die groBen energetisehen Untersehiede zwischen B% s, 
C~ ~, Os ~6 einerseits und Li~, B[ ~ N~' hii4ten demnaeh nichts mit der 
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Bildung yon u-Teilchen im Kern zu tun, sondern k6nnten ebensogut 
der Bil4ung unabhiingiger Zweierschalen der Protonen und Neutronen 
zugeschrieben werden. Die lineare Interpolation bewahrt sich fiir Kerne 
ungerader Masse oberhalb C~ 3 sehr gut. Der Fehler liegt ftir drei Kerne 
unter 1 % ;  0~ v fi~llt aus der Reihe und miil~te wahrscheinlieh experimentell 
etwas tiefer liegen. Fiir leichtere Kerne miil~ten die Geraden (vgl. Fig. 3) 

bei den Kernen mit ungerader Masse etwas nach oben durehknieken 
(StSrung zweiter Ordnung), ebenso bei den Kernen mit gerader Masse 
abet ungerader Ladung. Beriicksichtigt man 4iese Korrektur,  die bei N~ 4 
1,1 Einheiten betr~gt, so wird F~ s gerade labil gegen Zerfall in O~ s. 

Tabelle5. A u f t e i l u n g  der E n e r g i e  in S u m m a n d e n  nach  Methode  I. 

K e r n  

] = I e  4 . . . .  

B e ~  . . . . 

Cp . . 

O ~  G . . . 

~ o  . . . 

0 T M  . . . 

C~ 6 . . . 

- - E  V 

37,2 
87,0 

136,5 
18672 
235,9 

200,3 
153,0 

-- E 0 

-- 14,1 

-- 26,1 
-- 35,9 
-- 44,4 
-- 52,2 

- -  45,8 
- -  36,5 

- E C 

(-- 1,8) 
- -  5,8 
- -  1 1 , 4  

- -  18,4 
-- 26,7 

- -  1 7 , 7  

- -  1 0 , 2  

- -  E A 

(2,3) 
4,6 
6,9 
9,2 

11,5 

8,8 
6,2 

-- Eth 

23,6 
59,7 
96,1 

132,6 
168,5 

145,6 
112,5 

Die Zerfallsenergien der instabilen Isotope sin4 mit der Erfahrung, 
soweit Daten vorliegen, im Einklang. Z .B .  E (N~ 3) - -E(C~ 8) = 101,7 
- - 9 9 , 4  = 2,3, d .h .  etwa 21/2 Millionen Volt. Sehr hohe Zerfallsenergien 

7,6 

l , s  ~ "  

--2>" 
o 50 lgo 150 200 

N§ ~- 

Fig. 4. Lage der stabilen Isotope. 

ergeben die Li , Von aem  :ern ist bekannt, 
er sehr sehnell zerfS~llt, was auf hohe Zerfallsenergie hindeUtet. B~ e seheint 
Elekgronen mit Energien bis zu 11 Millionen Volt zu emittierenl) ; aus Ta- 

1) H. R. Crane ,  L. A. De l sa s so ,  W. A. Fowle r ,  C. C. L a u r i t s e n ,  Phys. 
Rev. /,17, 887, 1935. 
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belle 4 folgt E (B~ ~) - -  E (C~ ~) = 9,7.10 -a ME., also ebenfalls nahezu 
11 �9 106 e-V. Li3 s mi t r e  sogar unter Abgabe von Elektronen mit maximal 
11,3.10 -a 5IE. Energie in B% s zerfallen. 

Die Ubereinstimmung zwisehen Theorie und Erfahrung in Fig. 4 und 5 
ist noch nieht vSllig befriedigend., wenn auch die groBen Zi:tge riehtig 

la 

t 
t 

I00 0 ,s-O ,<0o ,+sO ZOO 
/i+Z 

Fig  5. Verlauf der l~ackungsanteile 

wiedergegeben sin4. Vielleicht l'~t~t sich die Ubereinstimmung durch eine 
konsequentere Durchfiihrung der 5{ethode II noeh verbessem; vielleieht 
s sieh hier abet auch sehon d_as Ph~nomen des Schalenabschlusses, 
auf das Oamow (1. e.) und E l sas se r  (1. e.) hingewiesen haben. Das st~rkste 
Argument' dafiir, dab unsere Darstellung nicht nut eine Interpolations- 
formel ist, sondern konkrete physikalische Bedeutung hat, liegt wohl darin, 
4a13 die Kernradien, die lediglieh arts dem Verlauf der Rinne und der 
Packungsanteile durch energetische Betrachtangen gewonnen sind, re_it 
den direkt bestimmten Radien innerhalb der Fehlergrenzen iibereinstimmen. 

w 1. Der allgemeine Verlauf 4er Massendefekte wirer 4iskutiert. 
w 2. Der Anstieg tier Packungsanteile nach der Seite der leichten Keme 

hin 1/iI~t sich dutch die knnahme einer Oberfl/ichenspannung 4er ,,Kern- 
flfissigkeit" darstellen. Den wiehtigsten Beitrag zu dieser Oberfl~iehen- 
spannung liefert die yon 4er Unbestimmtheitsrelation geford_erte Ver- 
sehmierung des Kernrandes. Dieser Effekt l~l~t sich in 4er Thomas-Fermi- 
Metho4e beriicksiehtigen, wenn 4i0 Eigen[unktionen in jedem kleinen 
Teilvolumen des Kerns nieht als ebene Wellen, sondern als Wellen mit 
linear variieren4er Amplitud_e angesetzt werden. Es ergibt sieh ein Zusatz- 
glied zur kinetischen Energie yon tier Form 

h 2 (grad ~))~ 
32 ~2 M ~o 
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w 3. Setzt man das Austausehpotential zwisehen Neutron und Proton 
in tier Form J (r) ~-  ae  - b r  an, so ergibt die Forderung, dat] der Massen- 
defekt yon Sauerstoff richtig dargestellt werden solle, eineBeziehung zwisehen 
a und b (Tabelle 1). Nan erhfilt eine wesentlieh st~rkere Anziehung ale 
diejenige, die man naeh der genaueren Reehnung yon Wigner  zur Er- 
]d~rung des Massendefekts yon He~ braueht. Daraus folgt, dal] die Thomas- 
Fermi-Methode nur zu OrSl~enordnungsabseh~tzungen verwendet werden 
darf. 

w Die Annahme, dab Protonen un4 Neutronen unter dem Einflul3 
tier Austausehkraft jeweils in Zweiersehalen gebunden werden, fiihrt zu 
der l~egel: die Bindungsenergie eines Kerns, der eine ungerade Anzahl yon 
Neutronen entbg~lt, ist etwas kleiner als 4as arithmetisehe ~Iittel der 
Bindungsenergien der beiden Kerne, die ebensoviele Protonen un4 Bin 
Neutron weniger bzw. mehr als er enthalten; sowie zu tier entsprechenden 
~Regel fiir ungerade Protonenzahlen. Der Massendefekt yon N~ 4 un4 alas 
Nichtvorhandensein der Kerne 4ieses Type im Gebiet 4er sehwereren Ele- 
mente li~13t sich nach dieser l~egel plausibel maehen. Die Einfiihrung yon 
betriiehtlichen Kr~ften zwisehen gleiehartigen Teilehen erscheint 4emnaeh 
als unnStig. 

w 5. Die ~fassendefekte tier Kerne von gerader Ladung and_ Masse (und, 
dureh Interpolation nach tier Regel yon w 4, aueh die der iibrigen Kerne) 
lassen sieh als Summe yon drei einfaehen Funktionen der Teilehenzahlen 
darstellen, die ansehaulieh die Volmnenenergie der Kernfliissigkeit, die 
Oberfl~iehenspannung und die (ran ein Austausehglied korrigierte) Coulomb-  
sehe Abstol3ungsenergie der Protonen bedeuten. Dabei nml3 angenommen 
werden, dal3 die Fltissigkeitsenergie nieht zum Atomgewieht (Z + N), 
soMern zu (Z + N - -  1) proportional ist. Es ergibt sieh eine Darstellung des 
Verlaufs der 3lassendefekte und der Verh'~ltniszahlen N / Z ,  die als Zu- 
sannnenfassung der empirisehen Daten tiber die GrOl3e der Kernenergien 
betraehtet werden kann, und eine etwas abweiehende hlterpolationsformel 
fiir alas Gebiet der leiehten Kerne (bis ~o. Ne~0 ), die sine ziemlieh genaue 
Voraussage yon Massendefekten uud Zerfallsenergien gestatten diirfte. 

Zum Sehlul3 mSehte ich Herrn Prof. H e i s e n b e r g  fii~r seine sts 
Untersti;ltzung un4 Beratung bei der Durehff~hrung dieser Arbeit herzlieh 
danken. Ebenso danke ieh Herrn Wang F o b - s a n  fiir die Ausff~hrung der 
milhsamen numerisehen t~eehnungen yon w 3, sowie Herrn Eu l e r  und tIerrn 
Flj igge ftir mehrere wiehtige Anregungen und Diskussionen. 




