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über Gravitationswellen.

Von A, Einstein.

(Vorgelegt am 31. Januar 1918 [s. oben S. 79].)

Üie wichtige Frage, wie die Ausbreitung der Gravitationsfelder er-

folgt, ist schon vor anderthalb Jahren in einer Äkademiearbeit von

mir heliaudelt worden'. Da aber meine damalige Darstellung des Gegen-

standes nicht genügend durchsichtig und außerdem durch einen be-

dau<>rlichen Rechenfehler verunstaltet ist, muß ich hier noclimals auf

die Angelegenheit zurückkommen.

Wie damals beschränke ich mich auch hier auf den Fall, dal.^

das betrachtete zeiträmnhche Kontinuum sich von einem «galiUMschen«

nur sehr wenig unterscheidet. Um für alle Indizes

setzen zu können, wählen wir, wie es in der speziellen Relativitäts-

theorie üblich ist, die Zeitvariable .f, rein imaginär, indem wir

setzen, wobei t die »Lichtzeit* bedeutet. In (i) ist <^^„ = i bzw. d\„ = o ,

je nachdem u = v oder \xz^v ist. Die 7„, sind gegen i kleine Größen,

welche die Abweichung des Kontinuums vom feldfreien darstellen:

sie bilden einen Tensor vom zweiten Range gegenüber LoRENTZ-Trans-

formationen.

Näherungsgleichungen des Gravitations-

i durch retardierte Potentiale.

, von dPTi füi' ein beliebiges Koordinatensystem
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iiivh Alnlliplikation

u und " erJiält man nun zunnclist (bei geänderter Bezeieljnunu der In-

dizes) die skalare Cdeicliun«-

Addiert man die mit d^ multiplizierte Gleieliuiio- /u Cleiehuim (2a).

so hebt sich zunäclist das zweite (xlled der r(^chten Seite der letzteren

(Tleichtmo- wei^-. Die linke Seite läßt sich übersielitlicli »selireiljeii. wenn
man statt 7^ die Funktionen

7,; = 7. — ^ K ^y.. (3)

einführt. Die (Tleiehuny- nimmt dann die Form an:

= 2x7- (4)

Diese (lleichungen aber kann man dadurcli bedeutend \ereinfaeheii.

daß man von den y„', verlangt, daß sie außer den Gleichunü:eii (4) den

Relationen

?^ = ° <^'"

genügen sollen.

Es erscheint zunächst sonderbar, daß man den 10 Gleichungen

(4) für die lo Funktionen 7^,, willkürlich noch 4 weitere soll an die

Seite stellen können, ohne daß eine Überbestimmung einträte. Die

Berechtigung dieses Vorgehens erhellt aber aus folgendem. Die Glei-

chungen (2) sind bezüglich beUebiger Substitutionen kovariant, d. h.

sie sind erfüllt für beliebige Wahl des Koordinatensystems. Führe ich

ein neues Koordinatensystem em, so hängen die g^^. des neuen Sy-

stems von den 4 willkürlichen Funktionen ab, welche die Transfor-

mation der Koordinaten definieren. Diese 4 Funktionen können nun



Systems virr willkürlich

so'donkeii wir so -vwiihlt.

clclicr i\'AS Koordinatensystem zu wählen ist.

1 Stelle \on (4) die einfaelien Gleiclmngen

Aus (6) erkennt man. daß sieli die (rravitationsfeider mit Liclit-

i^n'sehwindii'keit jiusl>reiten. Die y^. lassen sich bei gegebenen 'i;„ aus

letzteren nach Ai't d(M- retardierten Potentiale berechnen. Sind.r,//,

:./ die reellen Knonünaten ,r, ..._,. .c. .
''} des Auf] uinktes, fiir welchen

,M,u>' I'.M.n.el,.nw,>1ex Wl , der rälllMÜelie Musiaud /wiscllCn h^tZterCUJ

'^:„K,yo,^o-^-^

§ 2. Die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes.

Ich habe früher' die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes

für den Fall explizite angegel)en. daß die Koordinatenwahl gemäß der

Bedingung

fy-|.v...| = i

erfolgt, welche Bedingung im Falle der hier behandelten Näherung

lauten würde. Dieselbe ist aber bei unserer jetzigen Koordinatenwahl

im allgemeinen nicht erfüllt. Es ist deswegen am einfachsten, die

Energiekomponenten liier <lurch eine gesonderte t'berlegung zu er-

mitteln.

Dabei ist jedoch folgende Schwierigkeit zu beachten. Unsere

Feldgleichungen (6) sind nur in der ersten Größenordnung richtig,

während die Energiegleichungen — wie leicht zu schließen ist
—

klein von der zweiten Größenordnung sind. Wir gelangen jedoch be-

.piem durch folgende Überlegung zum Ziel. Die Energiekomponenten

J^ (der :Materie) und t,; (des Gra^itationsfeldes erfüllen gemäß der all-

^vnieinen Theorie die Relationen



Aus diesen folgt

\()ii \\n< hotracJiteteii Nälieruiin heid,. I nktur<>ii kleine (.röl.vn \ on
iler ersten Ordnung. TTm mIsd die r, in (M"öß»Mi der /weifen Ordnung

erster Ordnung i>enau einzu^et/en M?ni dju-f als«)

und %^^ durch l],

ersetzen. Statt t; fuhren wir ferner die zu den /'
. l)ezüglich des

^ hnrakters der Indizes analogen (irößen / , ein. welcJie sich dem Werte
nacii hei dem liier erstrebten (.rade der Annäherung von den t^ nur
durch das Vorzeichen unterscheiden. Wir hnhen dann die f^^ -emüß
<ier Gleichung

^^=:^'^^rT.- (8.

ZU bestimmen. Die rechte Seite formen wir um. indem wir henchten,
«laß wegen (3)

7„. = 7:,,-
l

^.. Iv:. = y..- y^.
r'

(3a)

/'U setzen ist. und indem wir T . vermöge (6) durch die 7'. au.«^drücken.

hs (^-oiiit ^[^,]^ jj.^^.|^ einfacher Umformung':

' IM em-ang. rru.ihnre I .-liier m mr,,,. , ft.il. r.n \t.lMn<!|rinu besteht dann,

*laß .cl, aut der rechten Sni. ^..n (M ' '; ^i .m ';
'

• ", m t/t . -Ute. Dieser Fehler



Hieraus folot. daß wir dem Energiesatz oerech

setzen

=(i(t

-:Mi(Vj'y-;^(s)|
Die physikalische Bedeutung der /,, macht man sich am leichtesten

durch folgende Überlegung klar. Die /_ sind für das Gravitationsfeld,

was die 1\^ für die Älaterie sind. Für inkohärente ponderable Materie

ist aber bei Beschränkung auf Größen erster Ordnung:

T.. = T^
ds

p ist dabei der Dichteskalar der Materie. Die /'„, 1\, 'l\, entsprechen

also Druckkomponenten; 1\^, T,„ 7;, bzw. 1\,, 1\,, 1\, ist der mit V-i

multiplizierte Vektor der Impulsdichte oder Dichte des Energiestromes,

r,4 die negativ genommene Energiedichte. Analog ist die Deutung

der auf das Gravitationsfeld sich beziehenden f„-.

Als Beispiel sei zunächst das Feld der ruhenden. i)unktförmige]i

Masse M behandelt. Aus (7) und (10) folgt sogleich

,;.= ±f, (-.)

wäJarend alle andern 7,,', verschwinden. Für die /y^, erhält man nach

(11), (3a) und (I) die zuerst von De Sitter angegebenen Werte

Die Lichtgeschwindigkeit c. welche allgemein durch die Gleichung

o = ds' = ^g^.dx^dx^

gegeben ist, ergibt sicli hier aus der Relation



Lichtgeschwindigkeit

bei der von uns bevorzugten Wahl der Koordinaten zwar vom Orte.

nicht aber von der Richtung abhängig. Auch folgt aus (i i a), daß kleine
starre Körper bei Ortsänderung sich ähnlich bleiben, wobei deren in

Koordinaten gemessene Linearansdehnung sich \\\c
|

i
_ "^

j
ändert.

(Gleichung (9) ergibt für die /,, in ujiserem Falh-

64- r^
I

Die Werte für die /„_ Ijängen durchaus v(ni der Koordinatenwah]
Hb: worauf raicli Hr. G. Nordström schon vor längerer Zeit brief-

lich aufmerksam machte'. Bei Koordinatenwahl gemäß der Bedingung

1^1 = 1, bei welcher ich fiir die </„,. fiir den Fall des Massenpunktes
früher die Ausdrücke

f/.,,= — ^,,— ' --"—-- (Indizes i—3)

anirei-ehen habe, verscliwinden alle hnerau^koinponenten des Gravi-

tation^feldes, wenn man sie mittels der Formel

>»^ /u der /\veit(Mi (rroßenordnunu yenau .iii'-iechn« t

Man konnte xerniuten. daß es durch passende ^\ ahl des Bezug-

\\steni^ \iellei<'ht stets erzudbar sei. di<' Kneruiekoniponenten des

*'i"iMtationsfeldes alle zum Versch^\mden /u biino.n. \xas höchst be-

"i^'rkenswert wäre, Ls laßi sich ahf^r leicht /einen, daß <lies im all-

^'^'"^^^i"«^H nicht zutrilft.

Im (be ebenen (.ravitationsw eilen auf/uHnden. machen uir den

' 1^ F<^ldgloi(.|nii,oen (0) befriediürenden Vnsat/

.^^ =a,J(.r,-f-/X) (14)

^ :il- null K StHRODiNom. l'hys. Zeitschi. 191b i s. 4



Sind die Hodiiiu-unoen (15) erfüllt, so stellt {14) eine mögliche Gravi-

rntionsurllr d;ir. Um deren pliysiknlisclie Natm- genauer zu durch-

schauen, berechnen wir deren Dichte des Energiestromes ^.' .
Durch

Einsetzen der in (15) gegebenen 7:., in (xleichung (9) erhält m^u

Das 31erk würdige an diesem Resultat ist. daß von den sechs willkür-

lichen Konstanten, welelie (bei Berücksichtigung von (15)) m (14) auf-

treten, in (1 6) nur z w <> i nuftreten . Eine Welle, für welche cc,,— a^^ und ä„

verschwinden, transportiert keine Energie. Dieser Umstand läßt sich

darauf zurückführen, dnß eine derartige Welle in gewissem Sinne gar

keine reale Existenz hat. wie am einfachsten aus folgender Betrachtung

hervorgeht.

Zunächst bemerken wir, daß mit Rücksicht auf {15) fla« Koeffi-

zientenschema der u^ der energiefreien Welle folgendes ist:

o, ;. ö vier xoneinander unabhängig wählbare Zahlen bedeuiei

sei nun ein fehlfreier Raum betrachtet, dessen Linienelemei

'zuu auf geeignet gewählte Koordinaten {a\ . .< , x'^, x[) sich 1

- r/.s- = dx:^ -^- dx'^^ -+- dx:; -^dx'; * (18)

:en läßt. Wir führen nun neue Koordinaten x,, .f,. x^. .i\ p'

iid der Substitution

[8) und (19) ^o^Kt, wenn

A vernachlässigt,

::=, _X ,/,, _^.



ch lost, (biß <lie Fuiikti

<lic Bezieliiiiiü-

^('^kllüpk sei, .so z(M-t ^icli. (biß aborsrhr

Konstantrn die 7J gemäß (20) mit (bMi ^,
^

koniiiKMi übereinstimmen.

^••h(Mnbare. Im eio-entbcben Sinne real ^\]u

'-Aclise sieh fortptlanzende Wellen, uelclie n

r. der (Größen
'''"
^

ierscl)ei(bMi >ic]i nicli

(-

der Orientierung nach voneitiaiider. Das W» llcnir!.!

mierend in der zur Fort])tlanzunu-.sriclitiini' M-iikrcelitc

<les Knergiestromes. des biipuKes und dor l jicrui.- sind du

Wir betrachten ein isoliertes meeliMiii'^elies S\si. ni. dessen Sdiw«

["»'ikt dauernd mit dem Koordinatmursprunu /usainiiM nfall. Die

'if'-ssen räumliebe Vusrlrbnunu" mm m. -rnnu. <!al,^ du- dmi Al.stai

ir^'nid zweier materieller Punkt*' (b^^^st<^l^ mt-^IM . rhnidr b,rl,t/(
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Üie letztgenannte Beschränkung bringt es mit sich, daß wir für

genügend großen Abstand R eines Aufpunktes vom Koordinatenursprung

an die Stelle von (7) die Gleichung

setzen dürfen. Wir können uns auf -die Betrachtung Energie trans-

portierender Wellen beschränken; dann haben wir nach den Ergeb-

nissen des § 3 nur die Komponenten 7,^3 und — (7^'.— 733) zu bilden.

Die auf der rechten Seite von (7 a) auftretenden Raumintegrale lassen

sich in einer von M. Laue ersonnenen Weise umformen. Wir wollen

hier nur die Berechnung des Integrals

ausführlich angeben. iMulti]Uiziert man die l)eiden Impulsgleichungen

Bi;, ^,, 9_I^ iZk_

U^ 9^, 9^ 1^^ = r

mit - x^ bzw. x^ , integriert beide über das ganze materielle System

und addiert sie dann, so erhält man nach einfacher Umformung durch

partielle Integration

-{T,,dy^+ ~-~^\i{xJ^^-^x^T,,)dv\ = o.

Das letztere Integral formen wir wieder mittels der Energiegleichung

Br,, 9r,, Br,3 9r,, _

um. indem wir diese mit ~x^x^ multiplizieren, abermals integrieren

und durch partielle Integration umformen. Wir erhalten

Setzt man dies in obi<-(> (,l,M,-l,unu ein, so erhält man



Materie zu ersetzen ist:

Dabei ist zur Abkürzung

gesetzt; 3,^„ .sind die K.^niponeuten des (zeitlich n Mri.-ibebn Tr-iul,.'

Auf* analogem Wege erhält man

I

(r„ -:/;,)-/

1

-„= W3„-x,). (.41

Die X. -ind nach i7a). (22). (24) (nr <lir /eil /- // zu nrhuK
hIm. Funktionen von /-//, oder bei -roßem /.' in der Nähe <1.'.-

^\<'ll<Mi dar. deren Energietluß länL>-s der ./- Vehsc nrnifiß iim die Diel

Wir stellen uns noeh die Aufuabe. die n,..Mru!e Ausstrahlung -i

•^^-^re.ns dureb (Jra^ itationswllen zu b(>reehncn. Im dies,- AuI'-m

r<^n uieel,aniM'b,-n S^^t(MUv naeh der dureh die I?iehtung.k..snMi>

'ielinierten Rieluuno.' DicM' kann man durch 'rranvlbrniation o<lrr kür.

fi»reh Zurüekrührun- am' lolgende ibrniale Aulgabc lösen.

K^ sei A ,.!,, svnnneiriseber Tensor (in drei Dimensionen), u e

^'*^l<tor. Alan sucht Vinen Skalar <. rier Funktion der l, und ^

für a, = 1 . ^ II ^ _ ,^ i„

.1.,— l.



ül.cruvht. Der i^^csuchte Skalar wird eine Funktion der Skalare

X
I

\
i
V ,1 „cL^cjL.,. > A^^J^^.d^ci^ sein. 3Iit Rücksieht darauf,

(Inß <li<' iM'idcn letzten Skalare für ^^, = (i , O, o) in .4,, bzw. ^A\^

übei-oelien. tlTidct man nach einig-er Überlegung, daß der gesuchte

Skalar ist:

4 \ / ^ ^ e- ^ \ J- /
(28)

Ks ist klar, (laß N die Dichte der in der Richtung {et,, cc^
,

cc^) von dem

tiuH'hanisclieii System radial nach außen fließenden Gravitationsstrah-

lung ist. ^\n\n

1 ^^!JL-q (29)

gesetzt wird.

Mittelt man S bei Festhaltung der A„, über alle Richtungen des

Raumes, so erliält man die mittlere Dichte N der Ausstrahlung. Das

mit 4~/i'^ midtiplizierte S endlich ist der Energieverlust pro Zeiteinheit

des mechanischen Systems durch Gravitationswellen. Die Rechnung ergibt

[?3:--;(?34T
(30)

Man sieht an diesem Ergebnis, daß ein mechanisches System, welches .

dauernd Kugelsymmetrie behält, nicht strahlen kann, im Gegensatz

zu dem durch 'einen Rechenfehler entstellten Ergebnis der früheren

Abhandlung.

Aus (27) ist rrsiclitlich, daß die Ausstrahlung in keiner Richtung

negativ werden kann, also sicher auch nicht die totale Ausstrahlung.

Bereits in der früheren Abhandlung ist betont geworden, daß das End-

ergebnis .lieser Betrachtung, welches einen Energieverlust der Körper

infolge der thermischen Agitation verlangen würde, Zweifel an^der

allgemeinen Gültigkeit der Theorie hervorrufen muß. Es scheint, daß

eine v(H'vollkonimnete Quantentheorie eine Modifikation auch der Gra-

vitationstheorie wird bringen müssen.

^itationswellen auf



im s^ J unt<M-,Micli1<Mi Art. DnsM-lhe untcrli.-r ,1<t Kinu irk.inu

Uravitnrionsuclu' N(>„ 0^.01, die \usd("l„u,n. ,ir. ^vM.'in. o

VVeJlenlr.nor. Vm die Kiioi-ionufnMhnK' .Ics Sostril, s kmiMM. /,i I.

knüpfen wir an die Inipnls-Knerü^ie-f-JIoichunü' d.M- MMt<'ric mh

'' ,r-
,:,!i^-!=-:i'

Das Inteo-ral dfM- linken Seite ist die Knej

Systems. Links sudit als,, die /eiilieh.- Zn

sich rechter Hand auf die Heil.elial(un<>'

^f=:i-i(V;M-
Nun kön.ien wir die das (.ravitati.Misfeld <larsi<dh'nden : .

dvr ejnfalh^nden \Vell<- entspreclienden Anteilig-), und ni eii

-tandteii (y j spniren. -eniäß der (^hnclum-

I)eing<'iHäß spaltet sieh das Inteural der reel.ie,, Seit.- von

^ine Summe von zwei Inte-ralen. von d<-iieii <las erst.- den 1-

/uwaehs Musdn-H-kf. der ans'.l,-r Wriie stamm!. Dir-rr inteivss,

zieren. (31) dnlnn interpretieren, dal.i
'^

' den .-lus der W eil.

-'J^mmenden Eneri^iezn wachs und -, . den olx n ndt \\ J hr/ei.

Anteil bedeuten soll. Darm ist ^, ei-ie .-.nlieh lan-sam xerän.

I'^unktion. so (UU3 n ir s.>tzen <lürlei,

'"'r .l„. K,MM|,on.mte >

' U '1

d'.- Mvn iint...ns|'el<l.-s ^,,^ \,

^''Jm^<^'n sei. |)Mnn ist weuvn 1:2,



Bei i^'euolirner \V(41e und gegebenem mechanischen Vorgang ist

hieiMUK'h die der Welle entzogene Energie durch Integration er-

mittelbar.

§ 6. Antwort auf einen von Hrn. Levi-Civita herrührenden

Einwand.

In einer Serie interessanter Untersuchungen hat Hr. Levi-Civita

in letzter Zeit zur Klärung von Problemen der allgemeinen Relativi-

tätstheorie beigetragen. In einer dieser Arbeiten' stellt er sich bezüg-

lich der Erhaltungssätze auf einen von dem meinigen abweichenden

St;ind|Minkt und bestreitet auf Grund dieser seiner Auffassung die Be-

reehtiguno- meiner Schlüsse in bezug auf die Ausstrahlung der Energie

durch Gravitationswellen. Wenn wir auch unterdessen durch Brief-

wechsel die Frage in einer für uns beide genügenden Weise geklärt

hnben, halte ich es doch im Interesse der Sache für gut, einige all-

gemeine Bemerkungen über die Erhaltungssätze hier anzufügen.

Es ist allgemein zugegeben, daß gemäß den Grundlagen der all-

gemeine]! Kelativitätstheorie eine bei beliebiger Wahl des Bezugssystems

gültige Vierergleichung von der Form

2-^-^=0 •.= :.. ,3. 41 (35)

existiert, wobei die % die Energiekomponenten der 3Iaterie, die t

Funktionen der (/,^.. und ihrer ersten Ableitungen sind. Aber es be-

stehen Meinungsverschiedenheiten darüber, ob man diet' als die Energie-

komponenten des Gravitationsfeldes aufzufassen hat. Diese Meinungs-

verschiedenheit halte ich für unerheblich, für eine bloße Wortfrage.

Ich behaupte aber, daß die angegebene, nicht bestrittene Gleichung

<lieienigen Erleichterungen der Übersicht mit sich bringt, welche den

Wert der Erhaltungssätze ausmachen. Dies sei an der vierten Gleichung

(G- == 4) erläutert, welche ich als Energiegieichung zu bezeichnen pflege.

Es liege ein räundich begrenztes materielles System vor, außer-

lialb dessen materielle Dichten und elektromagnetische Feldstärken ver-

sclnvinden. Wir denk(^n uns eine ruhende Fläche S, welche das ganze

materielle System vmischließt. Dann erhält man durch Integration der

vierten (deiehung über den von N umschlossenen Raum:

- l ( I
(l: + r:,./r|^y(t: .OS ,...v.^t: cos (..,g + t^ eos ,..g)^/-

Niemand kann durch ir-endweiche (Gründe gezwungen werden, t^ als

Energiedichte des (Travitationsfeldes und (t;. t% t'^) als Komponenten des



Gravitations-Energieflusses zu hezeiclinen. AIxt iti.-iii I<;itiii lol"<'ii«les

behaupten: Wenn das Rauminteoral von t; klein ist -euvmilx'r (icrn-

jenigen von der «materiellen« EnergiedicJite >;. stellt die ivrinc S.ii.

sicherlich den Verlust an materieller Eneri^ie des Systeius dar. Dies

allein ist es, was in der vorstehenden uiul in meiner rniJicren Ah-
liandlung über Gravitationswellen benutzt ist.

Hr. Levi-Civita (und vor ihm mit weniuer Naeh(h-nek selnm 11.

V. LoRENTz) hat eine von (35) abweidieiule Formuliernno' (h-r Krlial-

tungssätze vorgeschlagen. Er (und mit ihm auch andere Faeliuenosseni
ist gegen eine Betonung der Gleichungen (35) und gegen die nl.iuc

[nterpretation, weil die t keinen Tensor bilden. Letztens isi zuzn-

geben: aber ich sehe nicht ein, warum nur solchen (Größen eine physi-

kalische Bedeutung zugeschrieben werden soll, welche die Transtor-

mationseigenschaften von Tensorkomponenten haben. Nötig i>t tun-,

daß die Gleichungssysteme für jede Wahl des Bezugssystems -.dt.Mi.

was für das Gleichungssystem (35) zutrifft. Levi-Civita sehlä.o-t tV»lg(Mide

Formulierung des Energie-Impuls-Satzes vor. Er sehreibt die Fddolei-

chungen der Gravitation in der Form

T,.^ + A,„, = o, (37)

wobei T,-„, der P]nergietensor der Materie und A,-^ ein kovarianter Tensor
ist, der von den f^^„ und ihren beiden ersten Ableitungen nach den

Koordinaten abhängt. Die Ä,-„, werden als die Energiekomponenten des

Gravitationsfeldes bezeichnet.

Ein logischer Einwand gegen eine derartii>«^ Benennnnu' kann

natürlich nicht erhoben werden. Aber ich finde, daß aus (rleicliun.u

{37} nicht derartige Folgerungen gezogen werden können, wie wir sie

aus den Erhaltungssätzen zu ziehen gewohnt sind. Es Iiäiiut dies da-

mit zusammen, daß nach (37) die Gesamtenergiekomponenten über-

all verschwinden. Die Gleichungen {$7) sclüießen es beispielsweise (im

Gegensatz zu den Gleichungen {35)) nicht aus, daß ein materielles

System sich vollständig in das Nichts auflöse, ohne eine Spur zu hinter-

lassen. Denn seine Gesamtenergie ist nach (37) (nicht aber nach (35))
von Anfang an gleich null; die Erhaltung dieses Energiewertes ver-

langt nicht die Fortexistenz des Systems in irgendeiner Form.


